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Modelacao Matematica de Doencas Infeciosas

RESUMO

O objetivo desta dissertagao é a andlise qualitativa de alguns modelos matematicos em
epidemiologia, através da analise da estabilidade de pontos de equilibrio dos sistemas de
equacoes diferenciais envolvidos. Para o efeito, comecgar-se-4 por estudar véarios tipos de
equagoes, bem como as suas técnicas e métodos de resolugdo e/ou realizar-se-d o estudo
qualitativo das mesmas, nomeadamente no que diz respeito a existéncia e unicidade de
solugao e a estabilidade dos seus pontos de equilibrio. Em seguida, realizar-se-4 o estudo
de modelos matemadticos existentes em Biologia, em particular alguns dos modelos epi-
demiolégicos referidos na literatura, nomeadamente os modelos SI, SIS e SIR, onde se irao
aplicar as técnicas e métodos anteriormente estudados. Por fim, pretende-se fazer uma

aplicacao de algum dos modelos estudados.

PALAVRAS-CHAVE: Epidemiologia, equagoes diferenciais, modelos matemaéticos

SI, SIS, SIR, e doengas infeciosas
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Mathematical Modelling of Infectious Diseases

ABSTRACT

The main purpose of this thesis is the qualitative analysis of some mathematical models
applied to epidemiology through the analysis of the stability of the equilibrium points of
the differential equation systems involved. In order to achieve our purpose, we will start by
studying various types of equations, as well as their techniques and methods of resolution
and / or we will perform their qualitative study, particularly in what regards the existence
and unicity of solution and the stability of its equilibrium points. Then, we will study
mathematical models applied to Biology, particularly some epidemic models that exist in
literature, including the SI, SIS and SIR models to which we will apply the techniques
and methods previously studied. Finally, we intend to put in practice some of the models

studied.

KEYWORDS: Epidemiology, differential equations, SI, SIS, SIR, mathematical mod-

els and infectious diseases
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Introducao

"But perhaps we will attain more surely the end that we propose, if we add here
an evaluation of the ravage of natural smallpox, and of that which one can gain in
procuring it artificially."

Daniel Bernoulli

"I simply wish that, in a matter which

so closely concerns the wellbeing of

the human race, no decision shall be made without
all the knowledge which a little

analysis and calculation can provide."

Daniel Bernoulli

As doencas infeciosas sdo uma grande preocupacio da espécie humana desde o inicio
da histéria. Apesar dos avancos significativos da medicina, morrem anualmente milhoes
de pessoas em todo mundo de Sarampo, Tuberculose ou Sida, entre outras doencas in-
feciosas, e existem bilides de pessoas infetadas por todo o mundo. Na década de 1960
acreditava-se que as doengas infeciosas seriam eliminadas ou minimizadas com a melhoria

do saneamento, dos antibiéticos, das vacinas e da assisténcia médica tal como é referido
1



em [9]. No entanto, constatamos que estas sao ainda das principais causas de mortalidade
nos paifses em desenvolvimento. Além disso, os agentes das doengas infeciosas adaptam-se

e evoluem, observando-se a emergéncia de novas doengas infeciosas.

Atualmente existem bactérias intrinsecamente resistentes a farmacos ou que adquiri-
ram mutacoes que lhes permitem resistir a elevada concentracao de antibiéticos de largo

espectro.

Quando nos referimos a uma doenca transmissivel ou infeciosa, estamos a falar de
uma doenca causada pela transmissao de um agente infecioso a partir de um individuo
infetado, denominado hospedeiro (humano). A relagao entre individuos, que normalmente
designamos por contato, permite a transmissdo da infecao. Os agentes infeciosos sao
transmitidos pelo sangue ou pelo sistema respiratorio, através das goticulas expelidas ao
falar, espirrar ou tossir, que se difundem no ar e sao portadoras de agentes infeciosos que
se multiplicam rapidamente. Para melhor compreender a dindmica das doencas infeciosas
¢é importante distinguir os periodos de tempo envolvidos em todo o processo: o perfodo
latente é o periodo definido como o tempo que decorre desde que o hospedeiro é capaz de
transmitir o agente a outro hospedeiro; o perfodo de incubagao, corresponde ao periodo de
tempo que decorre desde o inicio da infecao até ao inicio da doenca; o periodo infecioso, é
definido como o periodo de tempo que decorre desde o periodo infecioso até ao momento em
que o hospedeiro ja nao consegue transmitir a infecao a terceiros. Os agentes causadores
de doencas infeciosas podem ser micro ou macro parasitas, como, por exemplo, os da
Tuberculose e da Maldria. Embora, o portador do agente infecioso possa nao apresentar
quaisquer sintomas da doencga, ele ¢ uma fonte potencial de infegdo, pois transmite o

agente infecioso. Assim, as doengas sdo transmitidas por microparasitas, sendo que os
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seus agentes podem ser virus, bactérias ou protozodrios, e macroparasitas, cujos agentes
sao helmitos e artrépodes. A transmissdao da infecao pode ser direta ou indireta. A
transmissao é direta quando apenas uma espécie de hospedeiro participa na transmissao.
Por outro lado, dizemos que a transmissao é indireta quando um parasita passa por um

ou mais hospedeiros intermedidrios para completar o seu ciclo de vida. Ao estudarmos

, .

a modelagado de doencas infeciosas, é importante estarmos cientes da forma como estas
se propagam. Podemos entao considerar os seguintes tipos de contdgio e algumas das

respetivas doengas:
(i) Transmissao directa: Sarampo, Rubéola, Gripe,...
(ii) Transmissao sexual: VIH, Sifilis, Gonorreia,...
(iii) Transmissao indireta via alimentos e dgua: Coélera, Leptospirose,...
(iv) Transmissao por vetores: Dengue, Maldria,...

Como pode constatar-se em [9] e [17], as principais doencas causadas por micro-

organismos sao:

(i) O Sarampo, a Gripe, a Rubéola e a Varicela que sao causadas por um virus.

(ii) A Meningite Bacteriana, a Gonorreia e a Tuberculose, que sao originadas por bac-

térias.
(ili) A Pneumonia Atipica, a Candidiase Vaginal, que sao originadas por fungos.
(iv) A Maldria e a Toxoplasmose, que sao originadas por protozodrios.

(v) A Ascaridiase, que é originada por helmintos.



Além destas, as modificagoes de proteinas normais no organismo, como é o caso da

doenca de Creutzfeldt-Jakob esporidica, sao provocadas por prides.

A maioria das doengas causadoras de epidemias sdo recentes, como, por exemplo, é
o caso da doenga de Lyme, da Legionella, da Hepatite C ou do VIH/Sida. Esta ultima
tornou-se uma doenca crénica. Embora, os tratamentos mais eficazes permitam um au-
mento da esperanca média de vida dos infetados, a nao existéncia de uma cura provoca a
morte a milhoes de pessoas por ano devido & doenga e milhdes de pessoas encontram-se
infetadas.

Existem doencas que se podem classificar como: epidémicas, endémicas e pandémicas.
Entende-se por doencga endémica uma doenca que se encontra, habitualmente, numa de-
terminada drea geogréfica, isto é, uma doenca que estd sempre presente. Uma doenga é
epidémica se ocorre em excesso relativamente a expetativa normal: por exemplo, quando

em 2014 existiu um sibito surto da doenga da Legionella em Portugal.

No que concerne & pandemia, trata-se de uma epidemia que afeta uma proporcao
excecionalmente elevada da populagao mundial, como é o caso da Covid-19, que surgiu em

2019, mas que poderd passar a endémica com a vacinagao de rotina.

A grande facilidade que os virus tém em adquirir mutagoes que lhes conferem resisténcia
a farmacos, bem como a resisténcia bacteriana aos antibiéticos, tornou-se um problema
cada vez mais presente na sociedade, e teve como consequéncia o surgimento de doencas
infeciosas de dificil tratamento. Devido & globalizacao e a facilidade de mobilidade de
pessoas entre fronteiras internacionais, a transmissao de doengas exdticas endémicas como

o Ebola é facilitada.

Neste trabalho, no Capitulo 1, sdo referidos acontecimentos histéricos, de doencas
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infeciosas e transmissiveis, que foram responsédveis pela evolucdo da epidemiologia. Apre-
sentamos alguns conceitos bésicos sobre equacgoes diferenciais que servem de base para a
andlise dos modelos epidemiolégicos e serao usados na construcao dos mesmos, tendo um
papel relevante na ligagao e interacao da Matemadtica com o estudo das doencas infeciosas.
Nomeadamente, no Capitulo 2 estudam-se as equacoes diferenciais de primeira ordem e
apresentam-se algumas técnicas usadas na sua resolucdo. O Capitulo 3 é dedicado as
equacoes diferenciais de ordem superior e o Capitulo 4 aos sistemas de equagoes lineares
de primeira ordem. No Capitulo 5 faz-se o estudo dos modelos epidemiolégicos SI, SIS e
SIR. Estes modelos serao introduzidos de acordo com a sua complexidade, a qual ird sendo
aumentada por forma a tornd-los tao préximos da realidade quanto possivel. Comegamos
por introduzir o modelo mais simples SI, onde se assume que a populacao estd dividida
em dois grupos de individuos: os suscetiveis & doenga e os infetados. Seguidamente, estu-
daremos o modelo SIS, que se obtém a partir do modelo anterior, introduzindo a premissa
de que os individuos infetados voltam a ficar suscetiveis & doenca passado algum tempo
depois do periodo de infecao ter terminado. Na iltima seccao deste Capitulo estudaremos
o modelo SIR, no qual a populagao se encontra dividida em trés grupos: os suscetiveis,
os infetados e os removidos. Do grupo dos removidos fazem parte os individuos que recu-
peram da doenca, adquirindo imunidade, e também os 6bitos. Finalmente, no Capitulo 6
apresenta-se uma aplicacao do modelo epidemioldgico SI & VIH. A dissertacao é finalizada

com uma pequena conclusao.






Capitulo 1

Antecedentes Historicos

Ao longo de toda a histéria da humanidade, é notério o forte impacto que as epidemias
podem ter sobre o ser humano. As epidemias tiveram e continuam a ter reflexos histéricos
importantes, uma vez que afetam quer o comportamento social, quer a economia da regiao
onde ocorrem.

A partir do século XIX, o conhecimento epidemiolégico progrediu muito rapidamente,
sendo por isso dificil enumerar todos aqueles que deram um contributo relevante para o
seu desenvolvimento.

Na antiguidade, a maior epidemia de que temos conhecimento através dos registos de
historiadores e estudiosos é a denominada Praga de Atenas, Peste de Atenas ou Peste do
Egito, que ocorreu na cidade de Atenas entre 430-428 a.C. e, naquela altura, vitimou dois
tercos da populacao. Referéncias a esta epidemia encontram-se por exemplo, em, [9] e
[15].

A descricao mais precisa desta epidemia é fornecida pelo primeiro historiador cienti-
fico, Tucidides (460-400 a.C.), na obra "Histéria da Guerra do Peloponeso". Nesta obra o
autor descreve os sintomas, o modo de progressao da doenga e o nimero de mortes que

a mesma provocou. Hipdcrates (459-337 a.C.), a quem é reconhecida a paternidade da
7
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Medicina, daf ser considerado por muitos o "Pai da Medicina", no seu trabalho "Of the
Epidemics" fala sobre os fatores que afetavam a propagagao duma doenca e as formas de

contdgio conhecidas na época.

Como é sabido, num surto epidémico morrem milhoes de individuos. Um desses surtos
ocorreu no século XIV, na Europa, onde morreram entre 25 a 75 milhoes de pessoas devido
a Peste Buboénica, também conhecida como Peste Negra (1347-1350). Tal encontra-se
referenciado, por exemplo, em [1]. Apds o fim do surto epidémico, o virus da Peste Negra
permaneceu na populacao e reapareceu em 1665, na Gra-Bretanha, com a designacao de

Black Death.

Os germes da peste foram detetados em pulgas, que viviam como parasitas em ratos
e como estes nunca ficaram totalmente livres da praga, a peste permaneceu na populagao
por um longo periodo, tornando-se uma doencga endémica. A populacdo sabia que corria
riscos, alids contrariar a doenga era uma possibilidade com que as pessoas simplesmente
aprenderam a viver. Neste perfodo, o virus matou mais de 100 mil pessoas na cidade de

Londres.

Outra epidemia desastrosa que, no século XIX, atacou a populacdo asteca, foi a Variola.
Esta doenga matou cerca de 35 milhoes de pessoas. Ja no século XX, a pandemia da gripe,
que ocorreu em 1919, apés a Primeira Guerra Mundial, matou 20 milhGes de pessoas em

todo o mundo.

A epidemiologia tem uma longa histéria. No entanto, o estudo matematico de doencas
epidemiolégicas é relativamente recente, podemos dizer que tem no méximo pouco mais
de 300 anos, tomando-se como referéncia a obra de John Graunt. Em 1662, este autor

publica o livro "Natural and Political observations made upon the Bills of Mortality", onde



analisa os vdrios problemas demograficos existentes na Gra-Bretanha do século XVII. Na
sua obra, faz observagoes sobre os registos de mortes e calcula os riscos relativos a uma
determinada doenca, pelo que se considera que esta é a primeira abordagem & teoria de
riscos competitivos, que agora é usada na epidemiologia moderna. Dai se considerar,
de forma inegdvel, a importancia do seu contributo para a razao e para o pensamento

epidemiolégico do século XXI, com ideias simples e revoluciondrias.

Um século mais tarde, Daniel Bernoulli faz uma abordagem mais tedrica aos efeitos
de uma determinada doenca e, em 1760, publica o primeiro modelo epidemioldgico. O seu
objetivo era demonstrar que a inoculagao por um virus vivo, obtido diretamente a partir
de um paciente com um leve caso de variola, poderia reduzir a taxa de mortalidade da

populacdo francesa.

Em 1761, D’Alembert desenvolve um método alternativo para lidar com os riscos de

morte, o qual era aplicdvel tanto a doencas nao infeciosas, como a doencas infeciosas.

Em meados do século XIX, Robert Koch torna-se famoso pela descoberta do bacilo do
antraz (em 1877), do bacilo da Tuberculose (em 1882), do vibrido da célera (em 1883) e
ainda pelo desenvolvimento dos "postulados de Koch", que permitiram estabelecer uma,
relagao causal entre um agente microbiano e uma determinada doenca. Tal encontra-se

referenciado, por exemplo, em [16].

Poucos anos depois, em 1886, Louis Pasteur cria a primeira vacina contra a raiva. Para
os leigos, estas doencas eram um castigo dos deuses ou algum tipo de bruxaria. Porém, a
Ciéncia poderia explicar o "porqué", baseando-se em observagoes sisteméticas e no estudo
racional, usando métodos adequados de prova, e a Matemadtica poderia explicar "como",

baseando-se em resultados matematicos consensuais, porque os métodos de prova usados
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eram poderosos. Uma vez apresentada a demonstracao matemdtica de um resultado, era

praticamente impossivel recusé-lo, tornando-se um modelo.

1 a um modelo

Em 1906, Hamer aplica pela primeira vez o Lei de A¢ao das Massas
epidémico deterministico em tempo discreto. No inicio do século XX, mais concreta-
mente em 1911, Sir Ronald Ross, ao estudar a transmissao da Maldria, vaticina sobre
a existéncia de um limiar de densidade de mosquitos, abaixo do qual ocorria a extincao
natural da doenca. Este pode ter sido o prentincio do Teorema do Limiar, estabelecido por
Kermack e McKendrick em 1927, segundo o qual hd uma densidade critica de individuos

suscetiveis abaixo da qual a introducao de casos infeciosos numa populacao nao provoca

uma epidemia.

Estes modelos tém caracteristicas determinfsticas e sao ainda amplamente utilizados.
Embora tenham sido desenvolvidos novos modelos, que levam em consideracao vérios
outros fatores, tais como: a migracao, a vacinagao, a quimioterapia, a quarentena, a
imunidade passiva, a heterogeneidade genética, a distribui¢do nao uniforme da populagao,

etc.

Em 1969, Anderson e May obtém generalizagGes importantes de determinados modelos
epidémicos. Um grande nimero de modelos foi formulado, analisado matematicamente e
aplicado a doencas infeciosas, tais como: a Variola, a Maldria, a Sida, a Pneumonia Atipica,

o Sarampo, a Rubéola, a Célera, a Tosse Convulsa, a Difteria, a Gonorreia, a Sifilis, o

L A lei estabelece que, para um sistema homogéneo, a taxa de uma reacio quimica simples é proporcional
a probabilidade das moléculas que reagem serem encontradas juntas num pequeno volume. Aplicado a
processos populacionais, se os individuos na populagao se misturarem homogeneamente, a taxa de interagao
entre dois grupos diferentes da populacao é proporcional ao produto dos elementos em cada um dos grupos
em causa. Se varios processos ocorrem simultaneamente, entao os efeitos desses processos sobre os elementos
em qualquer grupo sao considerados aditivos. Portanto, no caso da modelacdo de uma epidemia, a lei é
aplicada a taxa de transi¢do dos individuos entre duas categorias de interacao da populacao (por exemplo,
os suscetiveis que se tornam infeciosos apés um contato adequado).



11

Herpes, entre outras (informagoes extraidas de [3]).
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais de 1. ordem

E sabido que muitos dos problemas do mundo real podem ser estudados e explicados
através de modelos matemadticos, nomeadamente modelos que envolvem equagoes dife-
renciais. Consequentemente, as equagoes diferenciais surgem de modo natural em, prati-
camente, todos os ramos da Ciéncia, tais como a Biologia, a Ecologia, a Economia, a

Engenharia, a Fisica, a Quimica, a Medicina, entre outras.

FEm todos estes dominios das ciéncias existe uma grande variedade de problemas onde se
pretende determinar algo varidvel a partir do seu coeficiente de variagao, isto é, pretende-se
determinar uma funcao desconhecida, a partir do conhecimento de certos dados expressos
por intermédio de uma equacao que contém, pelo menos, uma das derivadas da funcao des-
conhecida. A estas equagOes chamamos equagoes diferenciais e o seu estudo constitui uma
das dreas da Matemadtica com um elevado nimero de aplicagbes. Dos muitos fenémenos
que podem ser modelados por equagoes diferenciais refira-se, por exemplo, a dindmica de
populagoes, a propagagao de doencas, o movimento de planetas, a anélise de circuitos

elétricos, a mecéanica de fluidos e a propagacao de ondas.
13



14 Equacgoes Diferenciais de 1.* ordem

2.1 Algumas definicoes de equacgoes diferenciais

Embora o foco deste capitulo sejam as equagoes diferenciais de primeira ordem, nesta
seccao apresentam-se algumas defini¢oes de diferentes tipos de equactes diferenciais que

surgem na literatura, nomeadamente em [7].

Definicao 2.1 Uma equagido diferencial é uma igualdade que envolve derivadas de uma

ou mais varitdveis dependentes em ordem a uma ou mais varidveis independentes.

Exemplo 2.2 As sequintes equacdes sao exemplos de equacgdes diferenciais

<C§i>2—ty5;li+siny20 (2.1)
d*y dy t

o +3 = (2.2)

gi}; 32212‘ + g?j =0 (2.3)

0%z 0z 0z (2.4)

0xdy - xyz%a—y

Defini¢ao 2.3 Uma equagdo diferencial ordindria (EDO) é uma equagdo diferencial que
envolve derivadas de uma ou mais varidveis dependentes em ordem a uma varidvel inde-

pendente.
Exemplo 2.4 As equagées (2.1) e (2.2) sao exemplos de equagdes diferenciais ordindrias.

Definigao 2.5 Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma equagdo que envolve derivadas
parciais de uma ou mais varidveis dependentes em ordem a mais do que uma varidvel in-

dependente.

Exemplo 2.6 As equagdes (2.3) e (2.4) sao exemplos de equagoes diferenciais parciais.
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Definicao 2.7 A ordem de uma equacdo diferencial é a ordem mdxima das derivadas que

nela figuram.

Exemplo 2.8 Assim, a equagio (2.1) é uma equacao diferencial ordindria de primeira
ordem e nao de sequnda ordem. A equagdo (2.2) é uma equagao diferencial ordindria de
sequnda ordem. As equagées (2.3) e (2.4) sao equagdes diferenciais parciais de sequnda

ordem.

Definigao 2.9 Seja I um intervalo aberto. Uma equacdo diferencial ordindria linear de
primeira ordem, na varidvel dependente y e na varidvel independente t é uma equagao da

forma

Yl = b) (2:5)

onde a1 (t) e b(t) sdo fungdes continuas em I.

Definigao 2.10 Uma equagao diferencial ordindria ndo linear de primeira ordem é uma

equagdo diferencial que ndo pode ser expressa na forma da equagio (2.5).

Exemplo 2.11 Suponhamos que y = y(t), as sequintes equagoes constituem exemplos de

equacgoes diferenciais ordindrias:

dy
4t—= -2y =t
dt y )
d
dii + 2y cost = 0.

No que se segue consideremos que f : R? — R é uma funcio definida em D C R2.
Uma equagao diferencial de primeira ordem pode ser escrita essencialmente de quatro

formas equivalentes:

dy _

Yty 26)



16 Equacgoes Diferenciais de 1.* ordem

ou
a1
dy  f(t,y)

que se designam por forma inversa, ou ainda na forma diferencial

f(ty)dt —dy =0,

ou, mais geralmente, por

M (t,y)dt + N (t,y)dy = 0. (2.7)

Esta carateristica faz com que, em muitos casos, a varidvel independente possa ser
escolhida de forma mais vantajosa do ponto de vista da anédlise e da resolucao da equacgao

diferencial em causa.

Exemplo 2.12 A equacdo diferencial de primeira ordem ndo linear para determinada
escolha da varidvel independente, passa a ser linear se for reescrita considerando outra
variavel independente (troca-se o papel das varidveis dependentes/independentes). Consi-

derando a seguinte equacdo diferencial ndo linear

dy 3
& 93y —
it “° ’
esta pOde—Se escrever como
dy 3 dy 3y . dt 1 3
— =2V =06 — =2 —=_e
at A T

onde se assumiu que t = t(y), transformando-se assim numa equacao diferencial linear na

varidvel t.

Exemplo 2.13 A equacao diferencial

dy t2+y2

dt 212 + 3y2
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que estd escrita na forma (2.6), onde

t2 4+ 92
t = ——

pode-se também representar na forma (2.7), ou seja,
(t2 + y2) dt — (2t2 + 3y2) dy =0,

onde
M(t,y) =t*+y* e N(t,y)=—2t" -3y
E ainda possivel escrever esta mesma equacdo diferencial na sequinte forma:

t2 2
Y g

o 4 g2t~ =0

2.2 Solugoes de equagoes diferenciais

Antes de apresentarmos qualquer método para determinar as solugoes de equagoes
diferenciais, é importante precisar o conceito de solugdo de uma equacao diferencial or-

dindria de primeira ordem .

Definigao 2.14 Considere-se a equacdo diferencial ordindria de primeira ordem

d
F <t,y, Cg) -0 (2.8)

onde F é uma funcao real. Diz-se que uma solugdo desta equagdo diferencial é qualquer

relagio tmplicita ou explicita' entre as varidveis t e y que satisfaca a equacio (2.8).

Exemplo 2.15 A curva y(t) = t? é uma solugdo explicita da equagdo diferencial

dy
dt

' A relagdo diz-se explicita se ¢ da forma y = f(t) e implicita se f(t,y) =0

+y=1t(t+2),
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uma vez que substituindo y por t2 na equacdo se obtém uma identidade:

d d (t?
dgi+y:t(t+2)<:)Elh)+t2:t(t+2)<:>2t+t2:t(t+2)

Exemplo 2.16 A equacdo diferencial de primeira ordem

dy dy
Yooty Lty =
i "W g =0

corresponde uma funcao F, definida por

dy dy
Flty-—=)=-"2—t

Definigao 2.17 Seja f : I C R — R uma func¢ao real, definida para todo t pertencente a
um intervalo real aberto I, que tenha derivada em I. A funcdo f designa-se uma solugao

explicita da equagao (2.8) no intervalo I sse satisfaz as condigoes:

d
(i) F (t,y, dgt/> estd definida para todo t € I

d,
(i) F <t, 7, d{) =0, para todo t € I.

Defini¢ao 2.18 Considere-se g (t,y) = 0 uma relagao implicita. Esta relag¢io diz-se uma
solugao tmplicita da equagao (2.8) se define pelo menos uma fungao real f(t) num intervalo

aberto 1, tal que f(t) é uma solugao explicita de (2.8) no intervalo I.

Exemplo 2.19 A relacio t>y — 3 = 0 é wma solucdo implicita da equacio diferencial de

primeira ordem
dy 3
uma vez que

3
t2y:3@y:t—2
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3
definindo-se uma fungao real f(t) = 7 bara todo t € R\ {0}, derivando esta fun¢io em

3
——, pelo que se conclui que f(t) é uma solugao explicita de (2.9)

d bt — =
ordem @y obtemos ;

em R\ {0}.
2.2.1 Problemas de valor inicial

Em seguida apresenta-se a definicao de problema de valor inicial, que se designa

habitualmente por PVI.

Definigao 2.20 Considere-se a equagdo diferencial de primeira ordem

% = f(t.y) (2.10)

onde f: D CR? — R é uma fungio continua no seu dominio®. Seja (to,yo) um ponto
de D. Chama-se problema de valor inicial associado a (2.10) ao problema que consiste em

determinar a solugao ¢(t) da equagdo diferencial (2.10) que esteja definida num intervalo

real contendo ty e que satisfagca a condigao inicial ¢(to) = yo. Este tipo de PVI escreve-se

na forma
dy
dt (2.11)
y(to) = wo

Para resolver o problema (2.11) deve determinar-se uma fungao ¢(t) definida nalgum
intervalo real contendo ¢y e que satisfaga nao sé a equagao diferencial (2.10) mas também
a condigao inicial, ou seja, a funcdo ¢(t) terd yp como imagem de typ. O método a usar
para determinar ¢(t¢) depende do tipo de equagao diferencial presente no problema, isto é,

da forma da funcao f(t,y).

92 L. L . L. . . .
Um dominio é um conjunto aberto e conexo. Este dominio pode ser visto como o interior de uma
curva fechada simples no plano.
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Observagao 2.21 Em aplicagoes que envolvem equacdes diferenciais de primeira ordem,
ou de ordem superior, os problemas mais frequentes envolvem uma equacdo diferencial
e uma ou mais condi¢oes suplementares. Se todas as condicoes suplementares disserem
respeito a um determinado valor da varidvel independente, diz-se que estamos na presenca
de um PVI. Se as condic¢oes se referirem a dois valores distintos da varidvel independente,
dizemos que se trata de um problema de valores de fronteira (PVF'). Destas definigées

decorre que as equagoes diferenciais de primeira ordem sé podem estar associadas a um

PVI.

Vamos enunciar, sem demonstrar, um teorema que estabelece condigoes suficientes

para a existéncia e unicidade de solucao de um PVI.

Teorema 2.22 (Teorema de existéncia e unicidade de solug¢do) Considere-se a equagdo
diferencial (2.10), onde f é uma funcdo continua no seu dominio D C R? e a derivada
parcial g:]; também é continua em D. Seja (to,yo) um ponto de D entdo, a equag¢ao
diferencial (2.10) admite uma e uma tUnica solu¢io y = ¢(t) num intervalo |t — to| < ¢,

para € suficientemente pequeno, que verifica a condi¢do
¢ (to) = yo.

Observagao 2.23 Este teorema estabelece que, em determinadas condig¢oes, o PVI

dy

i ta 9 t = )
o = Jty), y(to) =y
tem uma tnica solugao que é vdlida num determinado intervalo em torno de ty (isto

é, numa vizinhanga suficientemente pequena de ty). No entanto, o teorema ndao indica

nenhum método para determinar a solugdo, apenas garante a existéncia de solu¢do unica
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se forem verificadas determinadas condi¢oes. No caso de alguma dessas condigcoes nao se

verificar, entdo nada podemos concluir.

Exemplo 2.24 Considere-se o PVI

dy 2 2
A 1) = 3.
- +y*, y()=3

O nosso objetivo é aplicar o teorema anterior, para tal vejamos se as suas hipdteses se

verificam. Neste caso em concreto temos que

af(t,
f(tvy):t2+y2:>M:2ya
dy
~ af(tvy) ~ . 2 Lo
pelo que as duas fungoes f(t,y) e - sdo continuas em R%. A condicdo inicial
Y

y(1) = 3 implica que to = 1 e yo = 3, assim o ponto de coordenadas (to,yo) = (1,3),
pertence a algum destes dominios D C R2. Portanto, verificam-se as hipdteses do teorema,

pelo que a conclusao é vdlida, ou seja, o PVI tem uma tinica solugao.

2.2.2 Anadlise qualitativa das equagoes auténomas

No caso particular de equagoes diferenciais de primeira ordem em que a derivada da
solucdo é uma funcao de classe C'! que nao depende da varidvel independente de ¢, a andlise
qualitativa fornece informacao suficiente para descrever de forma mais pormenorizada as
solugbes de uma equacao. Designamos essas equagoes por equagoes auténomas. A forma

geral de uma equacao auténoma de primeira ordem é

dy
a—f(y)

em que f é uma funcdo de classe C'.
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Consideremos o problema do valor inicial associado a uma equagao auténoma em que

f ¢ uma funcdo de classe C*,

Y ) vl = (212

O Teorema da existéncia e unicidade de solugao de um PVI permite garantir a existéncia

e unicidade da solucao para qualquer condicao inicial.

Definigao 2.25 Um ponto y. é um ponto de equilibrio da equagdo diferencial auténoma
dy

— = f(y) se e s6 se f(ys) = 0. Para os sistemas diferenciais auténomos os pontos de

it
equilibrio definem as solugoes constantes.

Para uma equacao diferencial de primeira ordem auténoma, é usual classificar os pontos

de equilibrio. Assim,
Definigao 2.26 Seja y = y. um ponto de equilibrio, entdo:

(1) Dizemos que o ponto de equilibrio é um pogo se toda a solugdo com condi¢do inicial
suficientemente proximo de y. tende para y. quando t — +o0o. A um pogo estd

associado uma solucao de equilibrio estdvel.

(ii) Dizemos que o ponto de equilibrio é uma fonte se toda a solu¢ao com condi¢ao inicial
suficientemente proximo de y. tende para y. quando t — —oo. A uma fonte estd

associada uma solucdo de equilibrio instdvel.

(iii) Todo o ponto de equilibrio que nao é um pogo ou uma fonte designa-se por ponto de

sela.
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2.3 Algumas técnicas para a resolugao analitica de equagoes
diferenciais
Neste seccao vamos apresentar algumas técnicas para resolver equacoes ordindrias de

1% ordem.

2.3.1 Equagoes diferenciais lineares de 1.” ordem

Considere-se um caso especial em que a equagao diferencial pode ser reduzida a uma

equacao diferencial linear de primeira ordem, através de uma mudanca de base adequada.

Teorema 2.27 A equacdo linear

Yy =b)

tem como fator integrante

p(t) = el Ot (2.13)

Uma familia de solugdes desta equacao diferencial é

y:ub[/u@b@ﬁ+%.

Observacao 2.28 E posstvel mostrar que esta familia de solu¢des inclui todas as equacies

diferencias (2.5).

Dem. Consideremos a equacao diferencial (2.5), em que ai(t) e b(t) sao funcoes
continuas num intervalo I C R. Para encontrar a solucao geral da equacao, consideremos
o fator integrante (2.13). Multiplicando ambos os membros da equagao (2.5) por (2.13),

obtemos uma equacao diferencial equivalente

5008 ] oty "
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observemos que o primeiro membro da equagao (2.14) é a derivada em ordem a ¢ do
produto de p por y. De facto

i — @ Jai(t)dt Jar(®dt _ [ a1(t)dt @
o () = e + a1 (t) ye =e o Tyl (2.15)

Assim, a equagao (2.5) escreve-se

W rawa , T ( fawa), _ [ ar()dt
7€ +dt<e )y—b(t)e .

Integrando ambos os membros obtém-se a familia de solugdes de (2.5), pelo que
yefal(t)dt = /b (t) eJ ar@Wdtgy o o
onde ¢ é uma constante arbitraria, entao

p®y= [nOblE) SO+ c

logo

como querfamos mostrar.

Exemplo 2.29 Consideremos o seguinte PVI

dy 3
a T

y=t>—-3, y(1)=0, comt€]0,+oo[.
As fungoes aq(t) e b(t) definidas por ay(t) = % e b(t) = t? — 3, sdo fungdes continuas em

R*, logo o fator integrante é :

w(t) = pJar(dt _ [ §dt _ 3lnjt| _ nft® _ 43

Multiplicando ambos os membros da equacao diferencial pelo fator integrante obtemos

R P )

t3
dt
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Como

6 3¢t

/u(t)b(t)dt:/(t5—3t3)dt:6—4—|—c,

entdo, pelo Teorema 2.27 , a solu¢do da equacgao diferencial é a familia de funcoes definida

por
1 /6 3t4+
=—=|—-——-—+4c
Y=8\6 1 ’

onde ¢ é uma constante arbitraria. Considerando as condigcoes iniciais do problema, cal-

culemos o valor dessa constante,

Assim a, solucao do PVI é

8 3t 1
Y=% 1 T 1

2.3.2 Equacgoes diferenciais exatas e fatores integrantes

Comecemos por introduzir o conceito de diferencial total de uma funcao de R? em R, o
qual serd essencial na definicao de equagao diferencial de primeira ordem que abordaremos,

as equacoes diferenciais exatas.

Definicao 2.30 Seja F' : D C R? — R uma funcio de classe C' no seu dominio D.

Define-se o diferencial total da fungao F, que se denota por dF, como

OF (1
dF(t,y) = ét’ Y gt +

8Fa(t’ Y gy, (2.16)

para todo (t,y) € D C R2.
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Exemplo 2.31 Seja F(t,y) uma funcio de duas varidveis definida por F(t,y) = ty® para
todo (t,y) € R%. Entdo,

OF(t,y) _ 3 OF(ty) _ ., o
En =y e By = 3ty~,

tendo-se como diferencial total
dF (t,y) = y>dt + 3ty?dy.
Definicao 2.32 A expressdo
M (t,y)dt+ N (t,y)dy (2.17)

designa-se uma diferencial exata num dominio D C R? se e s6 se existe uma funcio
F: D — R de classe C, tal que a expressao (2.17) é igual ao diferencial total de F para
todo (t,y) € D, ou seja, pela definicao precedente, conclui-se que a expressao (2.17) é uma

diferencial exata em D se e sd se existir uma funcdo F tal que
dF(t,y) = M (t,y)di + N (t,y)dy, V(t,y) € D.

Salientemos que, nestas condicoes, tem-se

OF (t,y)
= M(ty)

OF(t,y)

By =N (t,y), V(t,y) €D, (2.18)

designando-se F' uma primitiva da forma diferencial dF.

Definigao 2.33 Se M (t,y)dt + N (t,y) dy é uma diferencial exata em D C R?, entdo a

equagao diferencial (2.17) designa-se uma equagao diferencial exata.

Observagao 2.34 Note-se que, nestas condigoes, existe, por definicao de diferencial exa-

ta, uma funcao F (t,y) tal que

dF(t,y) = M (t,y)dt + N (t,y) dy,
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€ pode escrever-se

M (t,y)dt+ N (t,y)dy = 0 < dF(t,y) = 0.

Este resultado é o ponto de partida para determinar as familias de solugdes de equagies

diferenciais exatas.

Teorema 2.35 Sejam M (t,y) e N (t,y) duas fungdes continuas com derivadas parciais
continuas em todos os pontos (t,y) de dominio D C R2. Entdo, a equagdo diferencial

(2.17) é exata em D se e sd se

OM(t,y) _ ON(,y)
o oy

V(t,y) € D. (2.19)

Dem. Para demonstrar este teorema basta provar que

OM (t,y) _ ON(t,y)

M (t,y)dt + N (t,y)dy = 0 é exata em D < Bt 9y

V(t,y) € D.

Se a equagao diferencial (2.19) é exata em D, entdo existe uma funcao F (t¢,y) tal que

oF (t,y) OF (t,y)
5 =~ M(ty) e oy N(ty), VY(ty) €D, (2.20)
pelo que,
PF(t,y)  OM(t,y) F(t,y)  ON(t,y)
_ _ D.
Dyot oy ¢ ooy a0 "byE

Atendendo ao facto de, por hipétese, as derivadas parciais de M e N serem continuas,

entdo pelo, Teorema de Schwarz?®, tem-se que

O°F(t,y)  0*F(t,y)
oyot — Otdy

V(t,y) € D.

30 teorema de Schwarz : Seja g : D C R? — R uma funcéo tal que as derivadas %, ng/’ 3% (g—g) estao
definidas numa vizinhanca de (a,b) € intD. Se % (g—g) é continua em (a,b), entao a% (g—g) também estd

definida em (a,b) e -2 (%Z) (a,b) = 8% (%) (a,b).
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Resultando que

OM(t,y) ON(t,y)
oy ot

V(t,y) € D,

conforme pretendido.
Reciprocamente, suponhamos por hipétese que

OM(t,y) _ ON(t,y)

V(¢ eD.
9 5 V(L)
Agora, pretendemos mostrar que
M (t,y)dt + N (t,y)dy =0 (2.21)

é exata em D. O que significa que temos de provar que existe uma fungao F' tal que

OF(t,y)
ot

=M(t,y) e W:N(t,y), V(t,y) € D.

Atendendo a que F deve verificar as duas condigoes precedentes, podemos escolher qual-
quer uma elas e obter uma expressao para F. Integrando ambos os membros de

OF (t,y)

5w - M (t,y)

em ordem a t, obtém-se

F(t,y)= [ M(s,y)ds+¢(vy), (2.22)

to

onde ¢ (y) é uma fungao arbitraria que s6 depende de y.
Para obter F'(t,y), resta-nos determinar ¢ (y) substituindo a expressao de F' (t,y) na

outra condicao, ou seja,

:N(t’y)(:}@ay { M (s,y)ds+ o (y)| =N (t,y),

to

OF(t,y)
Jy
isto é,
0

! do (y)
oy tOM(Syy)dS‘FW N (t,y)
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o B0 - [ O o2

Uma vez que ¢ s6 depende de y, o mesmo acontece com a sua derivada, pelo que derivando

em ordem a t tem-se

i [¥ o - [ PGPS o

De facto, a equagao precedente é equivalente a

ON(t,y) OM(ty)
ot oy

ot ot

ON(ty) 0 [/taM(s,y)ds

dy ]ZO@

207 v(tay)EDv

0

portanto, a expressao (2.23) depende apenas de y, logo a fungao ¢ pode ser obtida a partir
de (2.23) e, consequentemente, uma funcao F, que verifique (2.18), serd obtida de (2.22),

como querfamos mostrar.

Observagao 2.36 O teorema precedente dd-nos um critério para decidir se determinada
equagdo diferencial do tipo (2.21) é ou ndo exata. De facto, se a condi¢ao (2.18) for
verificada, entao a equacao diferencial (2.21) é exata. O teorema diz-nos que uma condi¢do
necessaria e suficiente para que a equagao diferencial (2.17) seja exata em D é a que a
condi¢io (2.18) seja vdlida para todo (t,y) € D. A demonstra¢io da segunda parte do

teorema sugere qual o procedimento para obter F (t,y) a partir de M (t,y) e N(t,y).

Observagao 2.37 Sabendo que uma equacgdo diferencial é exata, entdo uma familia de
solugdes dessa equagao é da forma F (t,y) = c. Conforme ja se verificou a equagio (2.21)
é exata, entao existe uma fungao F(t,y) que verifica (2.20). Logo, a equagao (2.21) pode

ser escrita na forma

OF(t,y) OF(t,y)
BT dx + oy

dy = 0. (2.24)
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Atendendo a Defini¢ao 2.30 e a (2.24) obtemos
dF(t,y) = 0.

Podemos assim concluir que F(t,y) = c¢ define uma familia de solugdes da equagao diferencial

exata, sendo ¢ uma constante arbitrdria.

Definigao 2.38 Seja D um dominio retangular de R? e M (t,y) e N (t,y) duas funcdes
reais de classe C' em D. Suponhamos que a equacio diferencial (2.17) ndo é exata em D,

mas que a equacdo diferencial

p(ty)M(ty)dt+ p(t,y) N (t,y)dy =0

ja é exata em D. Entao, p(t,y) designa-se por fator integrante da equag¢do diferencial

(2.21).

Observagao 2.39 Da defini¢cao anterior resulta que se u(t,y) é um fator integrante de
determinada equagdo diferencial, entio ku (t,y), onde k é uma constante nao nula, tam-

bém é fator integrante dessa mesma equagao diferencial.

Exemplo 2.40 Considere-se a sequinte equacdo diferencial
(2t + 3t%y) dt + (3y + 4ty?) dy = 0 (2.25)
A equagao diferencial (2.25) é do tipo (2.21), onde
M (t,y) =2t +3t%y e N (t,y) = 3y + 4ty>

pelo que

OMUY) _y gy o VY gy,
ot oy
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Dado que a igualdade

OM(t,y) ON(ty)
ot Oy

apenas se verifica ao longo da curva 2zy + 1 = 0, a equagao diferencial (2.25) nao é
ezata em nenhum dominio de R%. No entanto, se considerarmos ku (x,y) = kx?y como

um potencial fator integrante a correspondente equacdo diferencial é agora

kt*y (2t + 3t%y) dt + kt*y (3y + 4ty®) dy = 0 &
(2kt3y + 3kt*y?) dt + (3kt?y? + 4kt*y®) dy = 0.
Como esta equacdo é exata em R?, pois

)
5 (2kt3y + 3kt'y?) = 6kt’y + 12kt>y?

0
7 (3kty? + 4kt>y®) = 6kt?y + 12Kty

entdo podemos concluir que ku (t,y) = kt?y, com k # 0, é um fator integrante da equacio

diferencial.
2.3.3 Equacoes de varidveis separdveis

Existem equagoes diferenciais de primeira ordem que sao resoliveis através da aplicagao

de métodos de primitivagao, eventualmente, precedidos por uma mudanga de varidvel.

Definicao 2.41 Uma equacao diferencial da forma

J1(t) g2 (y)dt + fa (t) g1 (y) dy =0 (2.26)

designa-se uma equagdo de varidveis separdveis.
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Observagao 2.42 Em geral, a equagao diferencial de varidveis separdveis (2.26) nao é

exata, mas possui um fator integrante dbvio, a saber,

1

w(tyy) = IACYOL desde que g2 (y) #0 e fa(t) # 0.

De facto, multiplicando ambos os membros de (2.26) por u(t,y) obtém-se a equagdo

diferencial

dy = 0. (2.27)

Esta equacao diferencial é exata, pois

5 50 == 5 )

ot
para todo (t,y) € R%. Portanto, a equacdio diferencial (2.26) pode ser resolvida usando o

fator integrante. Sejam M(t) e N(t) as fungdes definidas por

a0 oW
MO=hw © M0y

entdo a equagdo (2.27) transforma-se numa equagao de varidveis separdveis da forma
M (t)dt+ N (y)dy = 0. (2.28)

Teorema 2.43 A equacao diferencial exata M (t)dt + N (y)dy = 0, onde M e N sdo

funcdes da classe Ct, admite uma famidlia de solugées que é dada por

/M (t)dt+ /N (y)dy = c, (2.29)
onde ¢ é uma constante arbitrdria.

Dem. Sendo a equagao (2.28) uma equagao diferencial exata, entdo uma familia de

solugoes dessa equagao é da forma F' (t,y) = ¢, onde a fungao F (t, y) existe garantidamente

e verifica as condigoes (‘3F(§zt‘,,y) =M(t) e 8}78(;"7» =N (y).
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Da primeira equagao obtém-se

Fity) = [ M©dt+o0),
pelo que da segunda equacao decorre

4/M@j+¢@]N@:>@/N@f

Donde
o) = [Nyt
logo,
F@@:/M@ﬁ+/N@@+k

Tomando-se k = 0 e recordando que uma familia de solugoes da equacao (2.28) se escreve

na forma F (t,y) = ¢, tem-se a equagao (2.29). ®
Exemplo 2.44 Considere uma familia de solugdes da equacdo diferencial
(3t — 5)yOdt +t° (3y* — 1) dy = 0. (2.30)

Como se trata de uma equacdo diferencial de varidveis separdveis, entdo usando o fator

integrante

1
M(tay):@

e assumindo que t° # 0 e y® # 0, sendo t a varidvel independente, obtém-se a equagdio

diferencial exata

3t—5 32 — 1 3 5 3 1




34 Equacgoes Diferenciais de 1.* ordem

Primitivando, obtém-se

3 5 3 1
22\ 2 dy=
/(t4 t5> +/<y4 y6> =

onde ¢ é uma constante arbitraria. Assim, tem-se que

SR R . (2.31)
3 4tt 3 Byd - '

é uma familia de solugdes da equagao diferencial proposta. De facto, derivando implicita-

mente ambos os membros da solug¢io encontrada (2.81) em ordem a t, obtém-se

3 5 3 1\ dy
(f-#)+ (o) o
3 5} 3 1
2o )dt+ (2 - = )dy=0
<t4 t5> +<y4 y6> Y

pelo que multiplicando por t5 # 0 e 3% # 0, obtém-se a equagdo diferencial (2.30).

que é equivalente a ter-se

Teorema 2.45 Considere-se uma equagdo diferencial de primeira ordem da forma

dy _

i h(at + by +c), (2.32)

onde a,b e c sdo constantes tais que a,b # 0. Entdo, a mudanga de varidvel
w=at+by+c

transforma a equacao diferencial precedente numa equacao diferencial de varidveis sepa-

raveis nas varidveis w e t.

Dem. A mudanca de varidvel proposta conduz a

dw dy
w-at—i—by—i—cég—a—l—b%.
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d
Substituindo a expressao d—z; dada por (2.32) na equagao precedente, obtém-se

d
d—qua—i-bh(fw),

resultando na equacao de varidveis separdveis

como se pretendia. m

Exemplo 2.46 Determine-se uma familia de solu¢des da equacgio diferencial

Como a mudanga de variduvel adequada é
w =8t — 4y + 3,

entao, derivando ambos os membros da equacao em ordem a t, obtém-se

dw dy
— =8—-4—.
dt dt

Atendendo o forma da equacao diferencial dada e & mudancga de varidvel proposta, tem-se

dy
= =8t —4y+3 =
a Y + w,

pelo que podemos escrever a equagdo diferencial da sequinte forma

dw
— =8 — 4w. 2.
i 8 w (2.33)

Esta equagao diferencial é uma equagio de varidveis separdveis, resultando, para w(t) # 2,

1
rdwzéldt(:)—lnp—w]:4t+01<:>1n\2—w]:—4t—01.
—w
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Uma vez que w(z) = 2 também é a solug¢ao da equagio (2.33), obtém-se a familia de
solugoes

2—w=-ce"

Portanto, atendendo a que w = 8t — 4y + 3, obtemos a familia de solugoes
—8t+4y—1—ce ¥ =0.

Finalmente, para averiguar se esta famdlia de solugoes verifica a equacao diferencial dada,

basta derivar (implicitamente) a expressio precedente em ordem a t,

dy dy

d
—8+4dt +4ce_4t:0<:>4dt :8—406_4t<:>d—:z:2—ce_4t,
ou seja,
dy
E:2—(2—w):w:8t—4y—|—1+2:8t—4y+3,

como se pretendia.

2.3.4 Equacoes diferenciais homogéneas

Consideremos agora uma classe de equagoes diferenciais que podem ser transformadas
em equacoes diferenciais de varidveis separdveis através de uma mudanca de varidvel ade-

quada.

Definicao 2.47 A equacao diferencial
M(t,y)dt + N (t,y)dy =0 (2.34)

diz-se uma equacdo diferencial homogénea de primeira ordem se poder ser escrita na forma

dy _
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e se existir uma funcao g(t) tal que f (t,y) pode ser expressa como

f(t,y)zg(y)-

t
Portanto, concluimos que uma equagao diferencial é homogénea se for da forma

% —g (%) . (2.35)
Exemplo 2.48 A equagado diferencial

(t2 — Syz) dt + 2tydy = 0
é uma equacgao diferencial homogénea de 1% ordem pois, considerando as fungoes

M(t,y) =t>—3y* e N(t,y)=2ty,

a equacgao diferencial pode ser escrita na forma

AN
Zf=f<t,y>:3y2‘t2—3<t> S,

352 —1
25

onde g(s) € a funcgao definida por g(s) =

Definigao 2.49 Uma funcio F (t,y) definida num dominio D de R? diz-se uma fungdo

homogénea de grau n, para todo (t,y) € D, se e sé se
F (M, \y) = \"F(t,y) ,Vtel,
onde I é um intervalo de R\ {0} e (\t,\y) € D

Exemplo 2.50 A func¢do

F(ty)=t*+¢°
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é uma funcao homogénea de sequndo grau, pois

FOtAy) = (M) 4+ (Ay)? = A2 (t* +y?) = \?F(t,y), para todo t € R.

Teorema 2.51 Considere-se a equagao diferencial
M(t,y)dt + N (t,y) dy = 0.
Se M (t,y) e N (t,y) sao fung¢oes homogéneas do mesmo grau, entio a equagdo diferencial

é homogénea de primeira ordem.

Dem. Admitindo que M (t,y) e N (t,y) sdo fun¢des homogéneas de grau n, tem-se

= (o) =2 ()

N(ty) =N (t,t%) — "N (1, %)
pelo que a equagao diferencial (2.34) pode-se escrever na forma

n [M (1, %) dt + N (1, %) dy} —0,

ou seja,
Y
dt N (1 g) )
t

Assim, o segundo membro desta equagao diferencial depende apenas de %, pelo que resulta

Y= rew=9(Y).

como se pretendia. m
Observagao 2.52 Note-se que nestas condigoes f (t,y) é uma fun¢ao homogénea de grau

ZETO.
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Teorema 2.53 Se a equacdo M(t,y)dt + N (t,y)dy = 0 é uma equagdao diferencial ho-
mogénea de primeira ordem, entao a mudanga de varidvel y(t) = v (t)t transforma a

equacao diferencial dada numa equacdo de varidveis separdveis nas varidveis v e t.

Observagao 2.54 A demonstracdo deste resultado descreve, sem perda de generalidade,
o procedimento a adotar na determinacdo de familias de solucoes deste tipo de equagoes

diferenciais.

Dem. Se M(t,y)dt+ N (t,y) dy = 0 ¢ uma equagao diferencial homogénea de primeira
ordem, dado que, por hipétese, M(t,y) e N (t,y) sao fungoes homogéneas de grau n, entao

aplicando a mudanga de varidvel y (t) = v (t) t deduz-se que

M (t,vt)dt + N (t,vt)dy = 0 <

7 [M (1,v) dt + N (1,v) d (vt)] = 0 <
M (1,v)dt+ N (1,v)d (vt) = 0 <

M (1,v) dt+ N (1,v) (vdt + tdv) = 0 <

[M (1,v) +vN (1,v)]dt + tN (1,v) dv = 0.

Como a tltima equagao ¢ do tipo da equagao (2.26), trata-se de uma equagao diferencial

de varidveis separaveis, pelo que, usando o fator integrante

1
t[M (1,v)dt +vN (1,v)]

p(ty) =

podemos escrever a equacgao diferencial anterior na forma

N (1,v)

(o) dt+oN (Lo =0

1
—dt +
t
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e, por primitivacao obtém-se, a familia de solugoes

1 N (1,v)
Lat do —
/t +/M(1,v)dt+vN(1,v) v=o

onde ¢ é uma constante arbitrdria. Atendendo a que v = %, resulta a seguinte familia de

solucoes da equagao diferencial dada

1n\t\+g(v)zc@ln|t|+g(%> =c,

onde

N (1,v)

9(v) _/M(1,v)dt+vzv(1,v)d”

é determinada a partir das func¢oes M(t,y) e N (¢,y) dadas. Em alternativa, podemos

partir da hipdétese de que uma equacao diferencial homogénea pode escrever-se na forma

dy _

o = f (),

onde

Yy
ou seja, f (t, y) é uma fungéo homogénea de grau zero.

Assim, substituindo y () = tv (t) na equagao diferencial obtém-se

d B dv dv  g(v)—wv

que é uma equacao de varidveis separdveis, tal como pretendido. =



Capitulo 3

Equacoes diferenciais de ordem
superior

Neste capitulo o foco é apresentar e analisar como podemos resolver algumas equagoes

diferenciais ordindrias de ordem superior & primeira.

3.1 Equacoes diferenciais lineares de ordem n

Definigao 3.1 Seja I um intervalo aberto da reta real. Uma equacao diferencial ordindria
linear de ordem n, na varidvel dependente y e na varidvel independente t, é uma equagao

que pode ser expressa da sequinte forma

dny dnfly dy
¢y ot an (O 4wty = b(D), 1
ao(t) o+ a1(t) oy o ana (8) 2+ an()y = b(1) (3.1)
onde ag (t),a1 (t),....,an (t) e b(t) sao fungoes continuas no intervalo I e ag(t) nunca se

anula nesse intervalo. No caso particular em que n = 2, tem-se

d? d
ao(t) 5 + a1t + as(ty = b(t),

e assim sucessivamente.

Definigao 3.2 Uma equagio diferencial ordindria nao linear de ordem n, é uma equagao

que nao pode escrever-se como em (3.1).
41
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Exemplo 3.3 Suponhamos que y = y(t), as equagdes que se apresentam constituem

exemplos de equagdes diferenciais ordindrias lineares de ordem superior.

d?y dy
294379
a2 o

By APy dy
L A
as g T =0

5y =0,

dy
— — 16y = 0.
att ~ Y
Por outro lado, a equacdo
d’y . dy
ty— =0
a2 T

é um exemplo de uma equacdo diferencial ordindria nao linear.

Observagao 3.4 Nas equagoes diferenciais lineares temos que ter em conta que:
(1) Query, quer as suas derivadas sao sempre de 1° grau;
(i) Nunca surgem produtos de y ou das suas derivadas;
(131) Nunca figuram fungoes transcendentes de y, ou seja, a exponencial, a logaritmica,

a poténcia, etc.
3.2 Solucgoes de equacoes diferenciais de ordem n

Sem abordar qualquer método relativo & determinacao de solugoes de equagoes dife-
renciais, sem perda de generalidade, convém termos presente que uma equagao diferencial

ordindria de ordem n (linear ou nao) estabelece uma relagao entre:
(i) Algumas derivadas da varidvel dependente;
(ii) A varidvel dependente;

(iii) A varidvel independente.
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Assim sendo, tal como quando existe uma relacdo entre as varidveis t e y, a qual

podemos expressar genéricamente na forma
fty) =0,
como é, por exemplo, o caso da relacao
Pry=22+y2—-2=0,

a qual corresponde
f(tay) :t2+y2 _27

o mesmo pode ser feito para representar qualquer equagao diferencial ordindria de ordem

n que envolva as varidveis t e y, pelo que podemos considerar

dy d™y
Flty—= ..—]=0
( ?y’ dt’ ) dtn> )

onde se assume que y = y(t). A igualdade anterior expressa, de forma genérica, que existe
uma relacdo entre as "varidveis" que figuram como argumento da funcao real F', relacao
essa que constitui uma equagao diferencial. Assim, a cada equacao diferencial corresponde

uma forma particular da funcao F', a qual tem n 4+ 2 argumentos.

Definigao 3.5 Considere-se a equagio diferencial ordindria de ordem n

dy d™y
Flty 2, .2 2) =0 3.2
(0 o G ) =0 (32)

onde F é uma funcdo real de n + 2 argumentos. Diz-se que uma soluc¢ao desta equag¢do
diferencial é qualquer relacao implicita ou explicita entre as varidveis t e y que ndo con-

tenha derivadas e que satisfaca a equagao (3.2).
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Exemplo 3.6 A equacio diferencial de terceira ordem

d*y t d*y t
t—2 —y=etot—2_—y—et=0
a5 Y dts ’
corresponde a funcdo
dy d*y d° d?
F t’yvﬁv yv Y =t *y - *e_t.
dt’ dt?’ dt3 dt3

Com este formalismo podemos abordar, de forma genérica, a solu¢ao de uma equagao

diferencial ordindria independentemente da forma especifica da equacao diferencial.

Definigao 3.7 Seja f: I C R — R uma fungdo real, definida para todo t pertencente a
um intervalo real aberto I, que tenha derivada de ordem n em I. A funcdo f designa-se

uma solugao explicita da equagao (3.2) no intervalo I sse satisfaz as condigoes:

d dar

i) F (t,y, dit/’ ..... ) dt?:> estd definida para todo t € I;
d ar

(i) F <t, f d—J;, ..... , dt7{> =0, para todo t € 1.

Exemplo 3.8 A fun¢io f(t) = sint é uma solug¢ao explicita da equagao diferencial de

sequnda ordem

d%y
— = ViteR. .
712 +y=0, € (3.3)
De facto, uma vez que as funcdes
f(t) =sint,
F(t) = cost,
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d2 "
estio definidas para todo t € R, entao substituindo y por f(t) e Eg por f(t) em (3.3),
obtém-se a identidade

(—sint) + (sint) =0 0=0

a qual é vdlida para todo o real. Portanto, podemos afirmar que f(t) é uma solu¢ao

explicita da equacgdo diferencial (3.3) para todo ot € R.

Em seguida apresentamos o Teorema da existéncia e unicidade da solugao de um PVI
linear de ordem superior. Com este formalismo podemos abordar, de forma genérica, a
solugdo de uma equagao diferencial ordindria independentemente da forma especifica da

equacao diferencial.

Teorema 3.9 Consideremos a equagdo (3.1). Se as fungoes a; (t), com i = 0,---,n e
b(t) sao fungoes continuas num intervalo I e a, # 0, para todo t € I, e se ty € I, entdo
existe uma unica solu¢io da equagao linear (3.1) no intervalo I, que verifica as condigées
1mictais

n—1

_ dy .\ _ Yy —
y (to) = yo, 7 (to) =y1,--+ 5 1 (to) = Yyn—1. (3.4)

3.3 Equacoes diferenciais lineares homogéneas de ordem n

Nesta secao vamos estudar equagoes diferenciais lineares homogéneas de ordem n, isto

é, equacoes diferenciais lineares da forma

dny dn—ly dy
ag(t)% + a1 (t) " +...+ an_l(t)a + an(t)y =0, (3.5)
onde as fungoes a;, com ¢ = 0,--- ,n, sdo continuas em I e ao ag (t) # 0, para todo t € I.

Teorema 3.10 A func¢ao nula é solugdo de qualquer equagao diferencial linear homogénea

de ordem n.
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Teorema 3.11 Um problema do valor inicial associado a uma equacao diferencial linear

homogénea de ordem n tem solugdo unica.

Teorema 3.12 Sejam y;(t), com i = 1,--- ,n, n solugdes da equagao diferencial (3.5)
entao

c1y1 () + cayz () + - + cayn (1)

onde c1,ca,- -+ ,Cp SGO constantes arbitdrias, é ainda uma solucdo da equagao diferencial

(3.5).

Definigao 3.13 Se y;(t), com i = 1,--- ,n, sao n fungdes dadas e c1,ca, -+ ,Cp SGO N

constantes, entao a erpressao
cryr (8) + cay2 (1) + -+ - + cnyn (8)
designa-se uma combinagao linear das fungées y;(t), comi=1,--- n.

Assim da Definicao 3.13 e do Teorema 3.12 obtemos o seguinte coroldrio.

Corolario 3.14 Qualquer combinacdo linear de solugcdes da equacao diferencial linear

homogénea (3.5) é ainda uma solugdo dessa equagdo diferencial.

Teorema 3.15 A equagio diferencial linear homogénea de ordem n (3.5) tem sempre n
solugoes linearmente independentes e se y;(t), comi =1,--- ,n, sion solugdes linearmente
independentes da equagao (3.5), num intervalo aberto I, entao toda a solugdo da equagao

(3.5) pode ser expressa como uma combinagao linear

clyl(t) + CQyQ(t) + -+ cnyn(t),

para todo t € 1.
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Podemos assim salientar que dada uma equacao diferencial linear homogénea de ordem
n, existe um conjunto de n solugoes linearmente independentes. Garantida a existéncia
desse conjunto e sem perda de generalidade, o teorema estabelece que qualquer solugao da
equagao diferencial (3.5) pode ser escrita como combinacao linear de quaisquer n solugoes
linearmente independentes, escolhendo de forma adequada as constantes que constam na

combinacao linear.

Definicao 3.16 Uma equacao diferencial linear de sequnda ordem diz-se homogénea se

puder ser escrita na forma

d?y dy
— t) — t)y = 0. .
dt2+a1()dt+a2()y 0 (3.6)

Observagao 3.17 O trago caracteristico desta equagdo consiste no facto de ser linear na
fungao desconhecida y e nas suas derivadas, enquanto ay (t) e as (t), podem ser quaisquer

fungoes dadas de t. As funcdes ay (t) e as (t) denominam-se os coeficientes das equagaes.

Coroldrio 3.18 Qualquer combinagao linear de duas solugdes da equacdo diferencial lin-
ear homogénea (3.6) num intervalo I, é novamente uma solugao da equag¢ao anterior.

3.4 Equacoes diferenciais lineares homogéneas de coeficientes
constantes

Os conteuidos deste capitulo tem por base as referéncias bibliogréficas [8], [5] e [11].

Definigao 3.19 Uma equagdo diferencial linear homogénea de coeficientes constantes é

uma equacao da forma

dny dnfly dy
anﬁ + an_1 " 4+ .+ ala + agy = 0, (3.7)
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onde a;, com i =0,--- ,n sdo constantes reais e a, #* 0. No caso particular em que n = 2,

tem-se de uma equagao diferencial linear de seqgunda ordem

Py dy
ik A 4 =0 3.8
dt2 + al dt + aopy ) ( )

com ay e ag constantes reais, num intervalo aberto I, é uma solugao y = c1y1(t) + coya(t),

com y1 e ya solugdes de (3.8) em I e cq,ca constantes arbitrarias.

Teorema 3.20 Sejam y1, Yo, - ,Yn N Solucdes linearmente independentes da equagdo
diferencial linear homogénea de ordem n (3.7). Se y € solugao de (3.7), entao existem n

constantes c¢; com, 1 =0,--- ,n tais que
y(t) = coyo(t) + cry1(t) + - + cayn(t). (3.9)

Os proéximos resultados sdo para o caso particular das equagoes diferenciais de 2.%

ordem.
Suponhamos que t varia num intervalo /. Uma solugao de uma equacao diferencial de
segunda ordem linear ou nao num intervalo aberto ]a,b[ é uma fungdo y = h(t) que tem
dy dh d%y B d*h

derivadas E = E € E = W

e satisfaz a equacao diferencial para todo t no intervalo

1.

Definicao 3.21 A solucdo geral de uma equacdo diferencial linear de sequnda ordem
(8.8), é uma solug¢ao y = c1y1(t) + caya(t), com y1 e yo solugoes de (3.8) em I e c1,co

constantes arbitrdarias.

Consideremos a equacao diferencial linear homogénea de coeficientes constantes de 2.¢

ordem a equagao (3.8), vejamos em que condigoes a func¢ao exponencial y(t) = eM teR,
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é solugao da equagao (3.8). Derivando duas vezes e substituindo na equagao obtém-se
arZeM 4 breM + ceM = 0. (3.10)
Como a equagao (3.10) é equivalente a equagao

a4+ bA+c=0 (3.11)

designada por equacdo caracterfstica, entdo podemos afirmar que y(t) = e

é solucao da
equagao (3.8) se e s6 se A é raiz da equagdo caracteristica.
Como sabemos, a equacio (3.11) tem duas raizes reais distintas se e s6 se b% —4ac > 0,

uma raiz dupla se e s6 se b? — 4ac = 0 e um par de raizes complexas conjugadas se e sé se

b2 — dac < 0. Vejamos o que acontece em cada um dos casos:

(i) Raizes reais distintas

Neste caso, a equagao caracteristica tem duas raizes reais

—b—Vb% — dac _ —b+ Vb —dac
- 2a

A= VA
1 9 2
Logo, a solucao geral da equagao diferencial (3.8) é
y (t) = creMt + cpe?t,
comt € R e cy e cy constantes reais.

(ii) Raiz dupla

Neste caso, a equacao caracteristica tem uma raiz dupla
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logo a solugao geral da equacao diferencial (3.8) é
y(t) = cre™ + epte,

comt € R ecy e cy constantes reais.
(iii) Raizes complexas conjugadas

Neste caso, a equacao caracteristica tem um par de raizes complexas conjugadas, que
pode ser escrito na forma

)\1204—1—62'\/)\2:04—62',

com « e 3 reais positivos. Entao, a solugao geral da equacao diferencial (3.8) é
y(t) = e [e1 cos (Bt) + casin (Bt)].

Exemplo 3.22 Considere o PVI

d?y dy
o 3t =0,comt>0, y(0)=—1 e

dy

Zo=o.

Dado que equacao caracteristica associada & equacao diferencial é

MN_3\4+2=0 X\ =1V =2,

pelo que admite duas raizes reais distintas, pode concluir-se que et e e*' sio as duas

solugoes linearmente independentes da equacdo diferencial de sequnda ordem dada, por-
tanto a solugdo geral é

y (t) = cret + cpe®.

Considerando as condigoes iniciais do PVI, determina-se o valor das constantes c1 e ca €
obtém-se

y(t) = el — 2%,
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3.5 Equacoes diferenciais nao homogéneas de ordem n

Nesta secgao vamos estudar equacgoes diferenciais lineares nao homogéneas de ordem n
de coeficientes constantes com b(t) = &, onde £ é uma constante nao nula, isto é, equagoes

diferenciais da forma

d"y dn_ly dy
Sl A AT s ) =¢, 3.12
e S v R +poy (t) =¢ (3.12)

Teorema 3.23 Se yg ¢ a solugdo geral da equacio diferencial linear homogénea associada
a (3.12) e y, é uma solucdo particular da equagdo diferencial ndo homogénea, entio a

solugao geral da equacao diferencial (3.12) é dada por

Y(t) = yu(t) + yp(t)-

t

Exemplo 3.24 Verificar que y, = et ¢ uma solucdo particular da equacdo diferencial

Py dy o
89 _ 3% g = 3
az Car Y €

e sequidamente escrever a solu¢ao geral. Calculando a primeira e seqgunda derivadas da

solugao particular y, = e?t obtém-se

dyp 2t d*yp 2t
E = 2e € W = 4e**.

Substituindo na equagdo diferencial tem-se

d*y dy
i 3E — 4y = 4e? — 32 — 4% = —3e?,

2t

pelo que fica provado que y, = e“* é uma solug¢ao particular da equacgdao diferencial dada.

Em seguida vamos procurar a solu¢ao geral da equacdao homogénea associada, isto é, a
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solucdo geral da equacdo

Como a equagdo caracteristica associada & equagao diferencial é
M —3\A—-4=0

e as suas raizes sio A\ = 4 e \g = —1, entdo a solugcao geral da equagdo homogénea

associada é

yp (t) = creft 4 ce .
Portanto, pelo teorema anterior, a solucdo geral da equagao diferencial nao homogénea é

Y (t) = cre®t + et 4 X,

com ¢y e cy constantes reais.



Capitulo 4

Sistemas de equacoes diferenciais
de 1.% ordem

4.1 Introducgao aos sistemas de equacoes diferenciais

Este capitulo foi elaborado tendo por base os contetidos das referéncias bibliogréficas
[8], [10] e [12].

No que se segue quando nos referimos a um sistema estamos, obviamente, a referimo-
-nos a um sistema de equacoes diferenciais.

Consideremos a equacao diferencial linear de segunda ordem homogénea de coeficientes

constantes na varidvel x, que depende de t,

d’x dx
— — =0. 4.1
Tz TP Taz (4.1)
. dx d?x dy o R
Fazendo a mudanca de varidvel =Y tem-se proaai i substituindo na equagao (4.1)
obtemos o sistema de duas equacoes
dr
dt - y?
(4.2)
dy
— = —qxr — py.
dt q Py

O qual se escreve na forma matricial como
53
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dx

‘-1 L) 43

dt
Desta forma, a resolugdo de uma equacao do tipo (4.1) reduz-se a resolugdo de um

sistema linear de duas equacoes diferenciais de primeira ordem.

Um dos métodos para resolver este tipo de sistemas de equagoes diferenciais lineares
é o denominado método de eliminagao, que consiste em eliminar as incégnitas, uma de
cada vez, até obtermos uma equacao com uma sé incégnita. Vejamos a sua aplicagao no

seguinte exemplo.

Exemplo 4.1 Resolver o sistema

dx
E =3z — Y,
(4.4)
dy
A partir da seqgunda equagdo obtemos
dy
== — 4.
z=— (4.5)
e, portanto, temos
de d*y dy
i A 4.
dt  dt?2  dt (46)
Substituindo agora na primeira equag¢ao obtemos
d’y  dy dy dy
2 _Z 3= —y=3=2—-1 4.7
at?  dt (dt Y= Y (47)

deste modo, eliminamos a varidvel © e para chegarmos & solugao do sistema basta resolver-
mos a equacgao diferencial linear de sequnda ordem

d?y dy
Y 4% =0,
a2 a T
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Como a equagdo carateristica associada & equacdo diferencial é dada por N2 —4X+4 = 0

Mo 44=0 <= A=2)?=0 < A=2,

ou seja, a equagdo carateristica tem uma Unica raiz, com multiplicidade 2, tem-se que a
solucao geral é dada por

yr(t) = c1e®t + cote®.

Donde se tem que

d
di; = 2616% + 0262t + 262t€2t,

logo a solugao geral da equagao diferencial (4.5) é dada por

d
z(t) = d—i—y = 2c1e2 49?42t coe® —cre®t —cote® = crePt g eote? = (c1+ ¢2) e feqte®.

Entao, a solugao do sistema é
z(t) = (c1 + c2)e?t + cote?,
(4.8)
y(t) = c1e® + cate?,

sendo c1 e cy constantes a determinar pelas condi¢oes iniciais do sistema.
4.2 Sistemas de equacgoes diferenciais lineares de 1.” ordem

Definicao 4.2 Um sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem definido

por
( dx;
a a1 (t)ry + a12(t) w2 + - + awn(t)n + f1(t),
dl’g
- =Bz +ant)m + .+ az(B)an + fo(h), (4.9)
dz,
| wrrtana(t)z2 + .+ ann(t)zn + fult),
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onde ai; e f; comi,j=1,---,n, sao funcgoes, diz-se homogéneo se e s6 se as fungoes f;,

sao identicamente nulas. Caso contrdario diz-se nao homogéneo.

Qualquer sistema linear de n equagoes diferenciais de primeira ordem pode ser escrito
sob a forma matricial. Para tal, considere-se A(t) = [a;;(t)], com ,j =1,--- ,n, a matriz
dos coeficientes e definam-se os vetores coluna x=[xz;] e f(¢) = [fi(t)], pelo que o sistema

(4.9) escreve-se na forma matricial como

dx

i A(t)x + (). (4.10)
Teorema 4.3 Admita-se que as fungoes a;; e f;, com i = 1,---,n, sio continuas num
intervalo I contendo ty. FEntdo, dados n nidmeros reais b;, com ¢ = 1,--- ,n, o sistema

(4.9) tem uma unica solugao satisfazendo as condigoes iniciais
x1(to) = b1, xa(to) = ba, ..., zn(to) = bp.

Exemplo 4.4 Verificar que as funcgoes vetoriais definidas por
a0 =| o | =] 75 ]

sdo solucdes do sistema

= _[12)x

dt 6 —7

Dado que
4 -3 3e2t 12e%t — 6e? 6e2t dx;
Al =6 7] |2 |7 | 18214 |~ | 4¥ |~ @t

e, do mesmo modo,
Al — 4 -3 et ] [ dedt—9et ] [ —be ™ ] dxy
Wx2=16 7|35 | = | 621" | 7| “15¢% | = @’

entdo podemos afirmar que ambos os vetores sao solucdo do sistema dado.
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No resultado seguinte estabelece-se que uma combinacao linear de n solugoes do sistema

¢é ainda uma solugao do sistema.

Teorema 4.5 Sejam c1,ca,..., cp N constantes e X1,Xa, - -+ , Xy N solugoes do sistema linear
homogéneo
dx
— = A(t)x, 4.11
=AW (411)

definidas num intervalo I. Entdo a combinacao linear
z(t) = c1X1 + caX2 + ... + ¢pXp. (4.12)
também é solugao do sistema (4.11).
Definicao 4.6 Considerem-se p vetores X1,Xa,--- ,Xp, € p constantes c1,cz,..., ¢, tais que
c1X1 + caxo + ... + ¢px, = 0. (4.13)

Dizemos que os vetores Xi,Xa, - ,Xp sao linearmente independentes se e s6 se (4.13) se
verifica com ci=ca= --- = ¢, = 0. No caso em que existem constantes c1,c2,..., cp, nao todas

nulas tais que (4.13), entio os vetores x1,Xa,-- - ,X, dizem-se linearmente dependentes.

Teorema 4.7 Sejam X1, Xa, ..., X, 1 solugdes do sistema linear homogéneo (4.11), definidas

num intervalo I. Admita-se que a matriz dos coeficientes A é continua em I. Seja
W(t) = W(x1,Xg, ..., X,,)

o determinante n X n definido por

T11 12 .. Tin

21 I22 ... T2n
W(t) =

Tnl Tn2 Tnn

Portanto,
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(i) Se xi1,xg,...,%,, sdo linearmente dependentes em I, entao W = 0 em todo o ponto de

1.

(i) Se x1,xXg,...,X,, sdo linearmente independentes em I, entao W # 0 em cada ponto de

1.

Teorema 4.8 Sejam x1,Xo, ..., X, N solucdes linearmente independentes do sistema linear
homogéneo, (4.11) definidas num intervalo I. Admita-se que a matriz dos coeficientes A(t)
é continua em I. Sex é solugdo do sistema, entao existem constantes c;, comi =1,2,...,n,
tais que

x(t) = e1X1 + coXa + ... + CpXp.
4.2.1 Sistemas lineares nao homogéneos

Consideremos o sistema linear nao homogéneo

dx
i A(t)x + (1),

o préximo teorema é andlogo ao teorema para equagoes lineares homogéneas e indica

que para encontrar a solucao de um sistema linear ndao homogéneo devem realizar-se os

seguintes passos:
1. Determinar a solucao do sistema linear homogéneo associado;

2. Determinar uma solucao particular do sistema linear nao homogéneo.

Teorema 4.9 Seja x, uma solugao particular do sistema linear nao homogéneo

dx
I A(t)x + (1),
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onde A(t) e f(t) sao fungoes continuas em I. Sejam Xi,Xa, ..., X, n solugoes linearmente
independentes em I do sistema linear homogéneo associado. Se x é solu¢do do sistema

nao homogéneo, entao existem constantes c;, com i =1,2,....n, tais que
X(t) =c1x1 + caXg + ... + Xy + Xp,

para todo t € 1.

4.2.2 Sistemas lineares homogéneos de coeficientes constantes

Consideremos agora um caso particular dos sistemas anteriores, nomeadamente os

sistemas lineares homogéneos de coeficientes constantes, ou seja, os sistemas do tipo

% = Ax, (4.14)
onde A = [a;;], com a;; numeros reais e i, j = 1,2, ..., n.

Para determinarmos as solugoes do sistema (4.14) é necessério comecarmos por deter-
minar quais os valores préprios da matriz A, ou seja, os valores de A que sdo solugao da
equagao

det (A — A\I) = 0. (4.15)
E depois, para cada valor préprio da matriz A determina-se o vetor préprio a ele associado

através da resolugao da equagao

(A=XI)v=0 (4.16)
onde A é o valor préprio de A e v o seu vetor préprio.
Assim, seja A um valor préprio da matriz A associado ao vetor préprio v. Pela definicao
de vetor préprio, isso significa que

Av = Av.
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X
Seja x = veM, calculemos a Dado que

dx B dver

— = = Avel
dt dt
e como Av = \v temos que
dx
— = AveM
dt ’
mas como veM = x, entdo por (4.14), concluimos que x ¢ solugao do sistema. Daqui

resulta o teorema que se segue.

Teorema 4.10 Seja A € R,um valor préprio da matriz A e v o vetor préprio associado.

Entio, x(t) = veM ¢é solugio do sistema linear homogéneo de coeficientes constantes
(4-14)-
Consideremos que \; € R com ¢ = 1,---,n e \; # \; sao os valores préprios da

matriz A, a cada um dos quais estd associado um vetor préprio, pelo que se existem n
vetores préprios linearmente independentes v;, com ¢ = 1,--- ,n, entdao pelos teoremas
At

anteriores obtemos n solugoes do sistema linearmente independentes, x; (t) = v;e*i*, com

i=1,---,n. Portanto, neste caso, a solugao geral do sistema (4.14)
X(t) =cC1X1 + X9+ -+ CcpXp

pode escrever-se como uma combinagao linear destes vetores, ou seja, na forma

x(t) =c1vieMt 4 covoe?t oo 4 evpett

Observagao 4.11 Observe-se que 0s valores proprios associados & matriz A podem ser
um de trés tipos: reais e distintos, portanto, com multiplicidade algébrica tgual a 1, ou

reais com multiplicidade algébrica superior a 1, ou ainda complexos. Portanto, a expressao
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da solugao geral do sistema (4.14) vai depender de cada um dos tipos de valores proprios

que se obtém para a matriz A.

Tendo em conta os modelos que serao estudados, no que se segue, apresentamos os
vdrios tipos possiveis que a expressao da solugao geral do sistema (4.14) pode ter, para o

caso particular em que n = 2, ou seja, para um sistema do tipo

dx
— =A 4.17
B ax. (17
dx dzx dy T ajlp ai2
onde pri [dt dt} , A= { o1 i ] ,com a;; € R, ex = (z,y), caso em que a matriz

A tem dois valores préprios reais e distintos, entdao A possui dois vetores préprios

linearmente independentes portanto a solugao geral do sistema é da forma

x(t) =cyvie™Mt + covae?t.

No caso em que a matriz A tem dois valores préprios reais iguais, entao a solucao
geral do sistema é da forma
x(t) =cveM 4+ e (tv + w).

No caso em que a matriz A tem dois valores préprios complexos e distintos,
entao a matriz A possui 2 vetores préprios linearmente independentes. Uma vez que a
matriz A é real, os valores préprios complexos aparecem em pares de valores conjugados.
Consideremos que, A = a + bi e A = a — bi sdo um par de valores préprios conjugados.

Seja v um vetor préprio associado a A entao
(A—A)v=0.
Considerando o conjugado complexo de v tem-se

(A—2I)v=0.
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Logo, se v =w + iz, entao v = w — ¢z. Usando a Férmula de Euler obtemos

(W + iz) elatbi)t (W + iz) e™e™® = e (w 4 iz ) [cos(bt) + i sin(bt)] =

e (wcos(bt) — z sin(bt)) + ie™ [wsin(bt) + z cos(bt)] .

Assim, obtemos como as duas solugoes linearmente independentes
x1(t) = e™ (wcos(bt) — z sin(bt)) e xa (t) = e [wsin(bt) + z cos(bt)] .
Portanto, a solu¢ao complexa geral associada ao par préprio (A, v) é da forma
x (t) = ™ (wcos(at) — zsin(bt)) + ie™ (z cos(at) + wsin(bt)) .
No caso em que os valores préprios da matriz A forem imagindrios puros, ou seja,

A = +b;, entao obtemos a solucao

x (t) = ¢1 (wcos(bt) — zsin(bt)) + co (wsin(bt) + z cos(bt)) .
Os exemplos que se seguem ilustram alguns dos casos anteriores, e foram elaborados

com base nas referéncias bibliograficas [8] e [12].

Exemplo 4.12 Considere-se o sistema linear

3 1
x =3 3 |4
dt 1 -1
3 1
Dado que a matriz A associada ao sistema é dada por A = [ 1 2 2_1 ] entao, por (4.15)
o polindmio carateristico é
5
A+ A H1=0,

portanto, os valores prdprios sao
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pelo que, por (4.16) vamos obter os vetores prdprios associados a cada um dos valores

préprios. Assim, para o valor préprio A\ = —% , tem-se
-1 % V1 _ 0
1 —% () 0

pelo que o vetor préprio associado a este valor préprio é =
V2 2
De modo andlogo, para g = —2,

—
[l VY
Ll ST
1
—
S s
[ I
I
—
o O
[

pelo que o vetor proprio associado ao valor préprio é =

Donde, se conclui que a solucao geral do sistema é

_t _
1 —1 cre”z — cge 2

x(t) =1 €T 4y e 2t =

t
2 1 cie 2 + 026_2t

com c¢1 e co constantes

Exemplo 4.13 Considere-se o sequinte sistema linear

dx [ -2 -3
a | 3 —2|T

. . . -2 -3 .
Como a matriz A associada ao sistema é dada por A = [ 3 _9 ] entao, por (4.15),
obtém-se os sequintes valores préprios complexos

Al = —24 3ieds = —2 — 3i.

Por (4.16), resulta que o vetor préprio associado ao par de valores proprios complexos é
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Donde se concluiu que a solugdo complexa é dada por
- -1 0
x(t) = e 23— <[0 ] +i[ 1 :|>6_2t(COS3t+iSin3t):
i
B —e 2t cos 3t ; —e?sin 3t
—e 2t sin 3t —e 2 cos3t |
Portanto, as duas solugées linearmente independentes sao

—2t —2t
—e " cos 3t —e “'sin 3t
| |

—e?sin 3t ] e %a(t) = [ —e 2t cos 3t
logo, a solugao geral do sistema é uma combinacdo linear destas duas solu¢oes da forma
x(t) = e1x1(t)+caxa(t)

com cy,cy constantes.

Exemplo 4.14 Considere agora o sequinte sistema linear

dx_ 2 1
a | -1 4T

. . . 2 1
Neste caso tem-se, que a matriz associada ao sistema é dada por [ 1 4 } , pelo que,
por (4.15), a solugao do polindmio caracteristico é apenas o valor préprio A = 3, com
L . 1
multiplicidade 2. E, por (4.16), o correspondente vetor prdprio é v= [ 1 } Portanto,

uma solugao é

Uma segunda solucio independente serd da forma xa(t) = €3t (tv +w) , onde w satisfaz

w4 1] [1]

Embora esta equagao tenha muitas solugoes vamos escolher a solucdo

we 0]
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Portanto, a sequnda solucao do sistema serd da forma

=== ([ [2]) [ )

Donde, a solucao geral do sistema é uma combinagao linear destas duas solugoes, ou seja,
_ L s tedt
x(t) =c1 { 1 } e’ + ¢ { (t+1) e |-
com cy, ca constantes.
4.3 Estabilidade dos pontos de equilibrio

Na sua maioria os modelos que serao estudados sao modelados por sistemas bidimensio-

nais da forma

dx
ar =f (xay)a
(4.18)
dy
a g (l’ay) .

Um sistema deste tipo designa-se por sistema auténmomo. Suponhamos que as
funcdes f e g sdo funcdes continuas e diferencidveis de classe C' numa regidao D do plano
xy que designamos por plano de fase. Pelo Teorema da existéncia e unicidade da solugao
de um PVI, dado tp e um ponto (xg, yo) de D, existe uma unica solugao x = z(t) e y = y(t)
do sistema auténomo (4.18) definida num intervalo I contendo ¢, satisfazendo as condicoes
iniciais z (t9) = xo e y(to) = yo-

As equagbes x = x(t) e y = y(t) representam a parametrizagao das curvas solugao no
plano de fase. O traco dessas curvas designa-se usualmente por trajetéria. Por cada

ponto da regidao D passa uma e uma sé trajetoria.

Defini¢ao 4.15 Um ponto critico ou ponto de equilibrio do sistema auténomo (4.18)
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é um ponto (T«,ys) tal que

Defini¢ao 4.16 Seja (4, y«) um ponto de equilibrio de um sistema auténomo do tipo do
sistema (4.18).

(1) O ponto (z4,ys«) diz-se estdvel se e sé se para qualquer ponto inicial (xo,yo) Su-
ficientemente proximo de (z+,yx), (x (t),y(t)) permanece proximo de (z«,y.) para todo
t > 0. Caso contrario o ponto de equilibrio diz-se instdvel.

(ii) Um ponto diz-se assintoticamente estdvel se e s6 se toda a trajetoria que se

inicie suficientemente prozimo de (x4, ys) tenda para (T, y«), quando t — +o0.

Um caso particular dos sistemas auténomos sao os sistemas auténomos lineares, ou

seja, os sistemas da forma

dx
dt
dy 4
— =a91x +a

i 21 22Y,

que na forma matricial se representam por

= a11T + a12y,
(4.19)

dx

dt

=A [ v ] : (4.20)
dy
dt

ai; a2 | | . . .
onde A :[ a a ] ¢ a matriz dos coeficientes do sistema.
21 Q22

Observagao 4.17 Note-se que, em qualquer sistema auténomo linear, o ponto de equi-

librio é a origem.

O nosso objetivo é estudar as solugbes particulares do sistema e de que forma se

comportam na vizinhanca do ponto de equilibrio.
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Como vimos anteriormente, a solucao geral de um sistema homégeneo de duas equagoes

diferenciais de primeira ordem pode ser escrita na seguinte forma

A

X = creMtvy + chA

2y, (4.21)

em que A1, A2 € R, com A1 # Ag, sdo os valores préprios da matriz A e vy e vo sdo 0s
vetores proprios associados a cada valor préprio. Como base em (4.21), estudemos o com-
portamento da solugao de x na proximidade do ponto de equilibrio (0,0) que corresponde
& origem das coordenadas do plano de fase.

Uma vez que a origem é o tnico ponto de equilibrio, pois det(A) # 0, entao (0,0) é um
ponto de equilibrio isolado. Pelo facto de o det(A) # 0, sabemos que os valores préprios

da matriz A nao sao nulos.

Teorema 4.18 Seja (x4, ys) o ponto critico do sistema linear CC%( = Ax, onde A ¢é uma
matriz 2 X 2, com valores proprios A\1 e Ao. Entdo, tem-se:

(1) o ponto critico é assintoticamente estdvel, se os valores proprios \1 e Ay sao reais
negativos ou complexros com parte real negativa.

(7i) o ponto critico é estdvel mas nao assintoticamente estvel, se os valores proprios
A1 € Ay sGo 1magindrios puros.

(13t) Finalmente, o ponto critico é instdvel, se os valores proprios A1 e Ay sdo reais e

um deles é positivo ou se ambos sdo complexos com parte real positiva.

Lema 4.19 Seja (x«,y«) = (0,0) um ponto equilibrio do sistema linear (4.20). Portanto,
(7) Setr(A) =0 e det(A) > 0, entdo o ponto de equilibrio (x.,ys) é estdvel;
(13) Se tr(A) < 0 e det(A) > 0, entdo o ponto de equilibrio (x4,ys) é assintotica-

mente estdvel;
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(731) Se tr(A) >0 ou det(A) < 0, entdo o ponto de equilibrio (x4, ys) é instdvel.

Dem. Consideremos a matriz dos coeficientes do sistema (4.20), ou seja, a matriz

ail a12
A= .
G21 Q22

Sendo tr(A) = a1+ age , det(A) = aj1a22 — ag1a12 € X o valor préprio associados & matriz

A, tem-se que o polinémio caracteristico pode escrever-se
A2 — Atr(A) + det(A) =0

Entao

5= tr(A) £ 1/tr2(A) — 4det(A)
- 5 .

(7) Se tr(A) =0 det(A) > 0, entdo —4det(A) < 0 e vem que

ou seja, os valores préprios sao imagindrios puros e, pelo teorema 4.18, o ponto de equilibrio
é estdavel.
(73) Se tr(A) < 0 e det(A) > 0, entdo —4 det(A) < 0 e portanto

a) ou tr2(A) — 4det(A) < 0 e tem-se

A =a-+bi

_ tr(A) £ \/tr2(A) — 4det(A)
- 2

com a € R™ e b € R, portanto, os valores préprios sao complexos com parte real negativa.

b) ou tr?(A) — 4det(A) > 0 e como tr?(A) — 4det(A) < tr?(A), entdo

A eR™.

_ tr(A) £ \/tr2(A) — 4det(A)
N 2
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Logo por a), b) e pelo teorema 4.18 (i), o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.

(ii7) Se tr(A) > 0 e tr?(A) — 4det(A) > 0, entdo

A

_tr(A)+ VHP(A) —ddet(A) _

onde pelo menos

A e R".

_tr(A) 4+ \/tr2(A) — 4det(A)
B 2

Portanto, pelo teorema 4.18 (#ii), o ponto de equilibrio é instavel .

Se tr(A) > 0 e tr?(A) — 4det(A) < 0, entdo

_tr(A) £ /tr2(A) — 4det(A)
- 2

A = a + bi,

com a,b € RT, ou seja, a matriz A tem valores préprios complexos com parte real positiva,

e, pelo teorema 4.18 (7i7), o ponto de equilibrio é instével.

Se det(A) < 0, entdo \/tr2(A) — 4det(A) > [tr(A)| > 0, independentemente do sinal

do tr(A). Pelo que

A eR

)

_tr(A) + /tr2(A) — 4det(A)
N 2

e um dos valores préprios serd positivo, portanto, pelo teorema 4.18 (iii), o ponto de
equilibrio serd instdvel. Assim, se tr(A) > 0 ou det(A) < 0, entdo o ponto de equilibrio é

instdvel. m
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Capitulo 5

Modelos Matematicos em
epidemiologia

Este capitulo foi elaborado tendo por base os contetidos das referéncias bibliogréficas

[4] e [13].

A modelagao matemsdtica de epidemias apresenta grande relevancia para a drea da epi-
demiologia, pois possibilita uma melhor compreensao do desenvolvimento de uma doenca
na populagdo e permite analisar o impacto das medidas a tomar para o controlo e de

eliminacao da mesma.

Os modelos matemdticos frequentemente usados na epidemiologia, permitem-nos des-
crever a dindmica de doencas infeciosas. Sao modelos do tipo compartimental , onde cada
individuo é "categorizado" de acordo com o seu estado de saide. A populacio hospedeira
¢ dividida em classes, categorias ou grupos. Essas categorias baseiam-se no percurso
do hospedeiro infetado e na forma como a infecdo se transmite. Assim, os individuos
sao divididos por categorias, onde cada uma representa o estado em que o individuo se
encontra relativamente as diferentes fases de desenvolvimento da doenga. Num modelo,

as escolhas das categorias dependem exclusivamente das caracteristicas de cada doenca.
71
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Periodo de
Infecioso

Periodo de
Laténcia

Morto-Recuperado-Removido

Figura 5.1: Dinadmica de uma infecao.

O modelo compartimental mais geral é constituido por cinco categorias designadas
pelas letras M, S, E, I, R, onde M representa os individuos com imunidade passiva,
adquirida pelos recém-nascidos através dos anticorpos que a mae transfere para o nado
vivo pela placenta. Com a extingao desses anticorpos, os individuos sao transferidos para
a classe dos suscetiveis, que representamos pela letra S. Esta classe abrange todos os

individuos que se podem infectar.

Quando um individuo da classe S tem contacto com um individuo infecioso, significa
que o individuo suscetivel adquire a doenga, desta forma é transferido para a classe dos
expostos, que no modelo é representado pela letra E. Nesta classe, os individuos encontram-
-se em fase de laténcia, que representa o intervalo de tempo durante o qual o individuo
estd infetado mas que ainda nao é infecioso, isto é, ainda nao é capaz de transmitir a

doencga a um individuo suscetivel.

Apés terminada a fase de laténcia, o individuo é transferido para a classe dos infeciosos,
representado no modelo pela letra I. A partir desta fase o individuo infetado pode infectar

outros.

Finalmente, terminado o periodo de infecao, o individuo passa a pertencer a classe dos
recuperados, representado pela letra R, podendo ficar permanentemente ou nao imune a
doenga. A classe R também inclui os individuos que morrem devido & doenga. A dindmica

de uma infegdo estd ilustrada na Figura 5.1.
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Periodo
de
incubacdo

Periodo de Morto-Recuperado-Imune-
Sintomatico Portador

Figura 5.2: Dindmica de uma doenga.

Os modelos matemadticos de doengas infeciosas sao importantes na medida que possi-
bilitam uma melhor compreensao de epidemias. Uma doenga diz-se epidémica se forma
epidemias regulares ou esporddicas. As doencas epidémicas caracterizam-se por mudancas
rdpidas na prevaléncia da infecao, com picos elevados de curta duragéao. Por isso, uma
doenca epidémica pode ou nao ser endémica.

Para melhorar o entendimento e a compreensao do processo de transmissao e propa-
gacao de uma doenca utilizam-se, frequentemente, modelos matematicos epidemiolégicos,
0s quais permitem que se atue com maior brevidade na tomada de medidas e decisoes
que levem ao decréscimo da transmissao da doenga, uma vez que, através destes modelos,
podem fazer-se estimativas de parametros que envolvem a doenca e, dessa forma, efetuar

uma previsao com maior rigor.

5.1 Epidemiologia das doencas infeciosas

A epidemiologia das doengas infeciosas traduz a influéncia de trés fatores importantes:
a interagao entre o hospedeiro e o agente da doenca, o processo de transmissao da doenca
e, finalmente, as caracteristicas demogréficas da populagao. O impacto da vacinagao
relativamente a doengas epidemioldgicas é determinado pelas caracteristicas da vacinagao
e pelos fatores anteriores.

Fazendo uma abordagem analftica, através da construgao de modelos matemadticos

onde se expbdem explicitamente os pressupostos acerca destes trés fatores determinantes
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da epidemiologia, conclui-se que a andlise matemé&tica destes modelos nao difere muito dos

dados reais.

A epidemiologia estuda a incidéncia de doencas infeciosas em populactes de grande
dimensao. Para se compreender a propagacao das doencas infeciosas nessas populagoes,
recorremos a modelos matemadticos, cujas conclusoes sao importantes e desempenham um
papel fundamental na concecao dos programas de controlo de doengas infeciosas.

Embora a infegao, a patologia e a sintomatologia da maioria das doencas infeciosas
sejam geralmente bem compreendidas, tal ndo é condigao suficiente para que seja possivel
prever a forma como esta se vai propagar na populacdo, pois existem fatores de incremento
do grau de complexidade das investigagoes que impossibilitam a previsao do curso da

epidemia.

5.2 A dinadmica de doencas infeciosas e o Ry

O nidmero de pessoas infetadas por uma doenga infeciosa num determinado instante,
denominado a prevaléncia da doenca, bem como o nimero de novos infetados por unidade
de tempo, denominado a incidéncia da doenca, variam & medida que o tempo vai decor-
rendo.

Quando nao existe qualquer controlo sobre a infecao, a doenca adquire uma dinamica
prépria, como ilustra a Figura 5.2, resultando que determinadas doencas se possam tornar
endémicas, com uma prevaléncia média curta, apresentando uma variacao sazonal tipica.

Existem doengas que geram uma epidemia e depois podem desaparecer. Contudo,
se surgirem novos individuos infeciosos vindos de fora, esse fator pode gerar novamente

uma epidemia. Outras doengas tornam-se endémicas e originam epidemias com uma certa
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regularidade e com uma periodicidade que pode ser determinada.

De certa forma, os modelos mateméticos ajudam-nos a compreender a causa da doenga
e, a0 mesmo tempo, conferem alguma capacidade de previsdo acerca do que podemos
esperar da doenca infeciosa numa populagao.

O ntmero bdsico de reproducdo da doenca, Ry, desempenha um papel crucial na
propagacao de uma doenca, pois representa o nimero médio de novos infetados gerados
por um individuo infecioso, quando este é introduzido numa populagdao em que todos os
individuos sdo suscetiveis & infecao.

Ry é o nimero de contactos "adequados" tidos por um individuo infecioso. Rg &,
geralmente, superior a 1 (a maiora das doencas tem um valor de Ry entre 7 e 20), o que
representa a condigdo necessédria para que uma doenca se possa propagar. No entanto, nao
é condicao suficiente, uma vez que, numa populacao, nem todos os individuos que tiveram
contacto com a doenga sao suscetiveis, pois alguns ficam imunes. Dai resulta que parte
dos contactos de Ry nao conduzem a novas infegoes. Esta é uma ideia légica subjacente a
vacinagao obrigatéria de certas doengas na populacao em geral. Um dos objetivos consiste
em baixar a percentagem de suscetiveis para um nivel tao baixo que o nimero médio de

"substitutos" de cada infecioso seja inferior a 1.

5.3 Epidemias

Os modelos matemadticos ajudam-nos a compreender a razao porque determinadas
doencas endémicas originam com regularidade epidemias.
Uma epidemia sé ocorre quando o niimero de "substitutos" é superior a 1, isto é, cada

individuo infecioso deixa a "substitui-lo" mais do que um infetado antes de se curar.
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[N

No decorrer de algumas epidemias, hd um nimero significativo de suscetiveis que

"consumido" pela infecao.

Em doencgas como o Sarampo, a recuperacao da doenga confere, s6 por si, imunidade a
mesma, pelo que a certa altura os suscetiveis & infecao comegam a escassear. Um infecioso
comega a ter dificuldades em encontrar suscetiveis para o "substituirem". De salientar que
Ry, em principio, nao serd alterado: os suscetiveis é que comegam a diminuir. De facto,
embora os suscetiveis sejam introduzidos na populagao pelos nascimentos, a velocidade
de propagagao da epidemia (medida de incidéncia) é, em geral, tdo rédpida que supera

largamente a taxa de natalidade.

Quando o nimero de "substitutos" se torna menor que 1, a epidemia regride e a doenca
volta para niveis de endemismo muito baixos. Embora nao seja eliminada, ela acaba por

passar despercebida, devido ao pequeno niimero de infetados.

Com o passar do tempo, os nascimentos vao trazendo & populacao novos suscetiveis,
0s quais aumentam lentamente, ao ritmo da natalidade, recomecando a criar terreno para
nova epidemia. Se houver condigbes apropriadas, o nimero de substitutos torna-se, sibita-

mente, muito elevado, originando uma nova vaga epidémica.

A existéncia destas oscilacoes na incidéncia da doenca, conhecidas por epidemias,

demonstra-se matematicamente, sendo possivel prever a sua periocidade.

As doencas endémicas em que o "consumo" de suscetiveis decorre de uma forma lenta
e/ou continua, como é o caso de doengas com Ry baixo, doengas com portadores crénicos
ou doengas em que a recuperagao da doenca nao confere imunidade & mesma (infegoes

bacterianas), ndo devem gerar oscilagoes periodicas regulares.
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5.4 Conceitos Basicos

Numa populacao de grande dimensao, a transferéncia de individuos entre classes é um
fenémeno continuo, sendo por isso possivel representar matematicamente a variacao do
nimero de individuos dentro de cada classe, & medida que o tempo vai avancando, por
sistemas de equagoes diferenciais.

Estudemos a propagacao e o controlo de epidemias através da populacao susceptivel.

A propagacao de uma doenca depende entre muitos outros factores da forma de trans-
missao, da suscetibilidade, do periodo infecioso e da resisténcia.

Comegemos com o modelo de populagao conhecido por modelo deterministico simples.
Consideremos uma dada populagao, cujo nimero total de individuos no instante t ¢ N(t).
Tem-se que :

e S(t) representa o nimero de individuos suscetiveis, isto ¢, o nimero de individuos
que pode ser infetado.

e I(t) representa o nimero de individuos infetados na populacdo, ou seja, os indivi-
duos com a doenca que estdao no periodo ativo de transmissao.

e R(t) representa o nimero de individuos removidos da populagdo por recuperagao,
morte ou imunidade, ou seja, os individuos que nao podem transmitir a doenga nem podem
ser contagiados.

Considerando que a populacdo total, que representamos por NN, tem tamanho con-

stante, isto é, desprezando-se os nascimentos e os fenémenos migratoérios, tem-se

S(t) + I(t) + R(t) = N = constante. (5.1)

Além disso, as taxas de transicao entre as classes sdo dadas por:
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dS - L
° o representa a taxa de variacdo de suscetiveis.
dI - .
° I representa a taxa de variacao de infetados.
R - .
° ’ representa a taxa de variacao de removidos.

As premissas que se seguem sdo comuns aos modelos especificos, que seguidamente

apresentamos:

(i) A doenca ¢ transmitida por contacto entre um individuo infetado e um individuo

suscetivel.

(ii) Nao existe periodo latente para a doenca, por isso a doenga é transmitida instanta-

neamente por contacto.

(iii) Todos os individuos suscetiveis sdo igualmente suscetiveis e todos os infetados sao

igualmente contagiosos.

(iv) A populagao em estudo é constante, ndo existe migra¢ao nem ocorrem nascimentos,

e todas as mortes por doenca sao consideradas.
5.5 Modelo SI

O primeiro modelo epidemiolégico que iremos apresentar, o modelo SI, é o mais simples
entre os modelos epidémicos e servird de base a muitos outros modelos.

A ideia subjacente a este modelo é a de dividir a populacao em dois grupos de indivi-
duos: os suscetiveis, S(t), isto é, aqueles que ainda nao foram contaminados pela doenca,
e os individuos infetados, I(t), aqueles que ja tiveram contacto com a doenga e foram in-

fetados. Neste modelo, o processo evolutivo dos individuos encontra-se esquematicamente

representado na Figura 5.3.
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Suscetiveis ) I Infeciosos

Figura 5.3: Esquema do modelo SI.

Considerando-se, tal como foi dito anteriormente, que a populacao em estudo tem

tamanho constante, tem-se

S(t)+ I(t) = N. (5.2)

Este modelo baseia-se ainda na seguinte hipétese adicional: a razao da variagao da popu-
lacao suscetivel é proporcional ao nimero de encontros entre a populacao de suscetiveis e

infetados. Entao, o modelo SI é descrito pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais

ds(t)

(5.3)
Ity
Y _ ss),

onde 8 > 0 representa a taxa de transmissao da doenca, isto é, o nimero médio de contac-
tos entre individuos suscetiveis e individuos infetados por unidade de tempo e 5S(¢)I(t)
¢ a Lei de Agao das Massas. Assume-se ainda que Sy e Iy sdo, respetivamente, o nimero

de pessoas suscetiveis e o nimero de pessoas infetadas no instante inicial, ou seja:

S(O):So (S I(O):Io.

Assim, pela equacgao (5.2), obtém-se

S(0) 4+ I1(0) =Sy + Iy = N. (5.4)

Neste modelo, por (5.2) e como partimos do pressuposto que a populagao é constante,
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temos que

S(t) =N — I(t), (5.5)

pelo que o sistema (5.3) pode ser reduzido ao estudo de uma unica equagao, isto é, a

equagao
dI(t)

S =B IN — 1], (56

que é conhecida como a equacao de crescimento logistico. Uma vez que se trata de uma

equacao diferencial ordindria nao linear de varidveis separdveis, entao tem-se

i 1 art) _
iﬂ,_QKOUV—IwkﬁlaﬂN_jgﬂcﬁ =0
1
i = o

se I(t) # 0 e I(t) # N, o que corresponde ao caso em questao, uma vez que hé apenas al-
guns individuos infetados na populagao. Se I(t) = 0, entao S(¢t) = N e todos os individuos
estao sauddveis. Se I(t) = IV, entdo todos os individuos estao infetados.

Integrando (5.7), para t > 0, tem-se

! 1 di(s) ',
/0 I(s)[N —1I(s)] ds ds_/o pds. (5.8)

Dado que
t
| as = 1514 = .

resta-nos calcular o primeiro integral. Aplicando o método dos coeficientes indeterminados

tem-se
1 _ A n B _AN+(—A+B)I(3)
I(s)[N—1I(s)] I(s) N—I(s)  I(s)[N—I(s)] ~
pelo que
—-A+B=0 B =4,
=
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Logo,

LIN-I0] ¢ T

S It)[N-I)=1h)[N-It)]N =

In [M} :ﬁNt@M_ BNt

& I(t) [N — Ip) + IpI(t)e’Nt = [[NePN =

& I(t) |N — Iy + IePNt| = [[NPN &

1) = IgNeBNt
- (N — I()) + IoeﬂNt’
ou seja,
IgN
I(t) 0 (5.9)

T Io+ (N —Io)e ANT
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Quando substituimos (5.9) diretamente em (5.5) obtém-se a expressao para S (t)

St = N I,N _ N [Io+(N—1Ip)e N —IhN
N Io+ (N — Iy) e BNt — Io + (N — Iy) e BNt N
NIg+ N (N —1Ip)e PNt — )N N(N—1I)e PNt N Spe= PNt
Io+ (N — Iy) e=BNt ~ Ip+ (N —Ip)e PNt (N — Sp) + Spe=PNt
NS()ef'BNt
_ e— BNt _ NS()
(N = So) + Spe PNt So + (N — So) PN

e—BNt

ou seja,
N
0 %

~ 8o + (N — Sp) AN

Assim, a solucao do sistema de equagoes (5.3), considerando as condigoes iniciais (5.4),

SoN
S(t) - SO"‘ (N_SO)eBNta
B IoN
N Io + (N—Io) e_BNt'

I(t)

Como I(t) = N — S(t) e S(t) = N — I(t), entdo as fungoes anteriores podem ser

reescritas na seguinte forma

SoN

S(t) = So T TPVt (5.10)

IgyN
I(t) = ——— .
( ) Iy + Soe_ﬁNt
Dado que
: L IyN _ LN LN _
Jim 1) = lim +r gy = lim ——g - =T =N
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Figura 5.4: Evolugao do nimero de suscetiveis e de infetados.

. . SoN SoN
tl}inOOS(t) o t—l}+mOOSO —+ IoeﬁNt - —+00 - 0’

conclui-se que neste modelo todos os individuos suscetiveis ficam infetados, surgindo assim
uma epidemia. A evolucdo deste tipo de doenga encontra-se representado na Figura 5.4.
Como podemos observar na Figura 5.5, a partir do momento em que individuos suscetiveis
contrafem a doenca, a epidemia inicia-se e parte-se do pressuposto que toda a populagao
ird contrair a doenca. Embora a taxa de crescimento diminua & medida que o nimero
de individuos suscetiveis disponiveis na populacao diminui, a epidemia nao pdra até que
toda a populagao contraia a doenca. De salientar que os individuos infeciosos permanecem
sempre infetados.

Em geral, os registos nao mostram o nimero de pessoas infetadas, mas sim o nimero
de novos casos que surgem em cada dia, que podemos considerar como sendo o registo

da velocidade com que a doenca se propaga na populagao. Assim sendo, se desenharmos
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Figura 5.5: Curvas epidémicas simples para os S(t) e I(t).

dI (t)
dt
ds (t

uma curva da taxa de variagao do nimero de infeciosos em funcao do tempo t e a

taxa de variagdo do nimero de individuos suscetiveis em funcao do tempo ¢, nao

dr(ty  ds(t)
dt — dt

~
N~—

esquecendo que , obtemos uma curva conhecida como curva epidémica.

Observemos que a curva epidémica da Figura 5.6 é uma curva unimodal simétrica, que
atinge o méximo em tg, onde tg representa o instante em que S = I = TR Além disso, a
taxa de aparecimento de novos casos, que depende exclusivamente dos parametros 3 e N,
aumenta drasticamente até atingir o valor mdximo e a partir dai decresce tendendo para
zero, como podemos observar na Figura 5.6.

Esse méaximo obtém-se a partir da seguinte igualdade

N IoN N
== —20" 2
() 2 Io—i-Soe_BNt 2

& 2NIy = NIy + NSpe PNt

& NSpe PNt = 2N, — NI,
Iy

e—ﬂNt _ NI()
So

=
NSp

& —f0Nt=1In




5.6__Modelo SI melhorado 85
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to t

Figura 5.6: Curva epidémica (imagem retirada de [14]).
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SOANt=h|l—|&t=-=1
b T, BN T |
logo, a curva atinge o méximo no instante
1 N -1y
to=—-—=1 5.11
0 BN n I ( )

5.6 Modelo SI melhorado

Os dados obtidos a partir de estatisticas e pesquisas nem sempre encaixam no modelo
SI. Como tal, podemos melhorar o modelo ST estendendo a equagao (5.6) da seguinte

forma
dfg) = BI(t) [1 - (I](Vt))p] , (5.12)

onde p e B sao constantes.

Para tal, facamos a substituicao

0 que implica que

[(#)P = NP xusI(t)= (NP xu)r & I(t)= N {/u
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Derivando u obtém-se

! I\""! p=1
du:pr dI<:>du:p<N> XN_ldI:pup x N~tdI.

Entao, podemos escrever a equagao (5.12) da seguinte forma

1 1
du = ﬁxwl’ X N(1—wu)dt

p—1
pxur» X N1

1
du = BpNN~Ldt

& —

1
ur Xur X (1—u)

1
——— du = Bpdt.
< u(l—u) u=Pp

Integrando e aplicando o método dos coeficientes indeterminados obtém-se:

t 1 du(s) , [ .
Lﬂu@nl—w@1dsds‘ﬂfﬁd

& [InJu] - In|1 — uff) = Bpt

u(s)
1 —u(s)
1u(t()t)
< In w0 | = Bpt
1—u(0)

t
& [ln ] = Bpt

0

ult) (1= ) gy
@l —u] ¢

& uft) (1 —ug) = ug [1 — u(t)] e
& u(t) — u(t)ug + upu(t)e’Pt = uge’Pt

< u(t) (1 —ug + uoeﬁpt) = uoelPt

ug
S ult) = .
u(t) ug + (1 — ug)e=Frt
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P
Como u (t) = (T) , entao substituindo na equagao anterior tem-se

(I}Vt))p _ (zlv>

-G

Iy

1)\ .
< < N)> 7 B
~0 Jefﬁpt
NP NP

o (1) P Iy
N ) IF+ (NP —I5)efrt

Logo,

I(t) = N . (5.13)

[ =)o

De modo andlogo, partindo agora da equacao

- - ()]

onde p e B sdo constantes, e usando os mesmos procedimentos que anteriormente, mas

. S )\ ~
considerando agora a substitui¢ao u () = <]Ef)> , mostra-se que a solucao é

N

- TRy-1~]

Na Figura 5.7, representa-se a evolugao do nimero de infeciosos ao longo do tempo,

S(t) =

e comparam-se os grificos dos modelos SI e SI melhorado relativamente & evolugao do

nimero de individuos infeciosos existentes na populagao.

5.7 Modelo SIS

Na tentativa de melhorar o modelo anterior introduz-se uma nova condigao. Vamos

considerar que, terminado o tempo apés terem passado pelo periodo de infecdo, alguns
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Figura 5.7: Evolucao do nimero de infeciosos nos modelos SI e SI melhorado.

individuos da populagdo voltam a ficar suscetiveis. Este modelo aplica-se a doengas que
nao conferem imunidade permanente como é o caso, por exemplo, da Gripe Sazonal. Neste
modelo, & semelhanca do que acontece no modelo S, os pressupostos iniciais sao os mes-
mos, ou seja, vamos considerar a populacao total, IV, constante sem dindmica vital, isto é,
na populacao estudada nao sao considerados nascimentos nem mortes. Contudo, adicional-
mente assume-se que um individuo suscetivel torna-se infetado com uma taxa proporcional
a SI e, de seguida, o individuo infetado recupera e torna-se novamente suscetivel com uma
taxa al, proporcional ao niumero atual de individuos infeciosos I(t). Portanto, as equagoes

bésicas neste modelo sao dadas pelo sistema de equagoes:

diff) = —BS()I(t) + al(t),
(5.14)
dz(tt) — BS()I(t) — al(1),

onde « representa a taxa de individuos recuperados.

O processo sugerido pode ser representado esquematicamente como na Figura 5.8.
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iSuscetwem _ ' Infeciosos
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a

Figura 5.8: Esquema do modelo SIS.

A semelhanca do modelo anterior, a partir das equacdes (5.14) e (5.5) obtém-se

— = = BIN IO I(t) - al(t) = 1) [(BN — o) = BI)] . (5.15)

Considerando k = SN — a, a equagao (5.15) pode ser reescrita de forma mais simplificada

Ccomo

dI(t)

S5 =10k 510

A solugado desta equacdo é obtida de modo andlogo ao que foi feito anteriormente, isto
é, como se trata de uma equacao diferencial ordindria nao linear de varidveis separdveis,

pode escrever-se na forma seguinte

1 art)

I k-pIF)] dt (5.16)

se I(t)#£0eI(t)# N — %, porque se I = 0 entao S(t) = N, pelo que todos os individuos
a dI(t)

a
continuam saudaveis. Se I(t) = N — 5 entdo S = — e

= 0, portanto, nao vai surgir
3 di p g

uma epidemia

Integrando (5.16), para t > 0, tem-se

t 1 dI(s) B t o
/of<s> = BTG ds = /Ods—Ho—t- (5.17)
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Agora basta determinar o primeiro integral. Pelo método dos coeficientes indeterminados

tem-se
1 A n B 7Ak—AﬂI(s)+BI(s)7[(3)(B—A6)+Ak
I(s)[k=BI(s)]  I(s)  k—BI(s)  I(s)[k—BI(s)] —  I(s)[k—BI(s)]

donde 5

B—-AB=0 B=7

{ .
Ak =1 1
A= T

Logo,

/Ot [zlu(ls) + %k - éz(s)} diz(SS)dS =

_ ¢ 1 I(s) ! _
= [ln|[(s)|—ln|k—ﬁI(S)HO—% [ln)k—ﬁf(s)]o_
LU O || By 1y 106 ah)
Tk k—pBIt)| |k—plo|) Kk |Iok—pBI{t)]]|
Assim, de (5.17), resulta que
1(t) (k = B1o) M e I(t) (k — BIy + BI, ekt) = klpett
Io [k — PI(2) e i
kt) _ kt _ kloe®
= I(t) (k — Blo + Bloe ) = klpe™ < I(t) - (/{3 _,BIO) +ﬁ]06kt
B kloe®! _ et
A I(t)_(k—BIO)+BIO€kt<:>I(t)_ k_BIO ,Bjoekt
kIy + ko
ohit
& I(t) = G -1 1
Portanto, a solugao desta equagao, para I (t) #0e I (t) # N — %, é
k
1(t) = 5 a -~ (5.18)
T (eF —1) + T
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A solucao de S(t) determina-se de modo andlogo. Do sistema de equagodes (5.14) tem-se

que

o= g = B [S(t) —~ ] : (5.19)

se S(t) # N e S(t) #

=[ e

Integrando tem-se

: 1 astw) '
/o [S(u) — N][BS(u) —a] du du—/o du =t. (5.20)
Dado que
1 A B

[S(w)— N|[BS@) —a] _ S(w)—N ' BS(w) —a’

entao, pelo método dos coeficientes indeterminados, vem

g
AB+B=0 B=-Ap B=-A B=—"__|

A Ao+ A A= P —
—Aa— BN =1 —Aa+ ABN =1 BN — « T Ta-8N
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donde
| 1 B 1 dS(u)
/[a BN S(u) — +a—ﬁNﬁS(u)—a] du du (5:21)
_ - 5 as()
- ﬂN/ S(u) — N du d +oz—ﬁN/O BS(u) —a) du du
B 1 B dS(u)
N a—BN/ S(u) — N du +a—BN o BS(u) —a) du du
. 1 BS ) —al]f
= s~ N nlas) - el = 5 I 5| -
(] ey - Y g5 _
a— [N - N So— N a— BN [[BS(t) — ] (So— N)
oy [s0-m (50-5) |
k Q
50 5] s0- M
Assim, de (5.20), resulta que
LSO - NS o] (SO -NBS%-a)
[B5(t) — o (So — N) [85(t) — o (So — N)

& [S(t)— N](BSo —a) = [BS(t) — ] (So — N) e

& S(t)(BSy—a)—BS(t)(So— N)eM = N(BSy —a) —a(Sg— N

& S(t) [(BSy—a)—B(Sg— N)ekt| = N(3Sy — o) —a(So — N

N(BSp — a) + a (N — Sp) et

& S0 = e —a) F BN = 5) o
B N(BSO - Oé) + Oéfoekt
e S = (BSo — ) + Blgekt
N(BSo — a) _'_047]0 Kt
al al
& S(t) = (BSo - @) 'BIOOkt
aIO aI()
eft _ N(a — BSO)
_ aly
& S(t) =

B (o= 5%)
(0%

a’[o

) ekt

) ekt
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Sob o ponto de vista matemdtico, podem determinar-se os pontos de equilibrio do

sistema de equagoes (5.14). Dado que

I
2 =0 1[(BN —a) - I =0

eI=0V(BN—a)—BI=0

a

s I=0VI=N-—,
B

por (5.5), podemos afirmar que o sistema tem dois pontos de equilibrio, nomeadamente

o5 pontos (81, 11) = (¥,0) (2. 1) = (5.5 = 5 ).
O ponto (S1,11) = (N,0) é um ponto de equilibrio instdvel, porque a doenga propaga-

-se quando I # 0. No que concerne ao estudo da estabilidade do outro ponto de equilibrio,

isto &, (S2,12) = <Z,N - g) , consideremos a solugao do sistema quando I(t) # 0 e
I(t)# N — %. Como SN > «, por (5.18) e calculando o limite, temos que

ekt ekt k
lim I(t)= lim 3 = lim Z— =,
t—s+o0 t—too £ (ekt — 1) + i t—+o00 Eekt 15}
. . a . a .
ou seja, lim I(t) = N — — e consequentemente lim S(t) = —. O que nos permite
t—-+o0 ﬂ t—-+o0 ,8

concluir que a doenga manter-se-a tendencialmente constante na populagao, quando I(t) #
0eS(t) # %. Neste caso dizemos que o ponto é assintoticamente estdavel. No caso em que
I(t) =0 ou S(t) = %, tem-se dfh(jt) =0 e d—;it) = 0, pelo que pode concluir-se que
nao vai surgir uma epidemia.

Um dos principais objectos de estudo deste modelo, consiste em determinar quais
as condicOes necessdrias para que uma doenca infeciosa se transforme numa epidemia.

Sabe-se que s6 é possivel surgir uma epidemia, se o nimero de infetados aumentar de

forma significativa, ou seja, se a taxa de individuos infetados for superior a zero. Assim,
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Figura 5.9: Plano de fase para o modelo SIS, com populagdo sem dindmica vital.

considerando o ponto de equilibrio I = 0, da equacao (5.15), tem-se

d‘;(tt) > 06 BSOI() — al(t) > 0

= (BS () —a)I(t) > 0.

Como I(t) > 0, para todo o t > 0, temos

> 1.

(BS(H)—a) (1) >0 BS(H) —a>0e S()>as BSa(t)

Definindo Ry = como o nimero bésico de reproducao da infecao, isto é, o nimero

BS(t)
oY
de infeccoes secunddrias causadas por um unico individuo infetado quando introduzido

numa populagao de individuos suscetiveis, tem-se que:

(i) Se Ry > 1, entao estamos perante uma epidemia.
(ii) Se Ry < 1, a incidéncia da doenga na populac¢ao diminui.

Admitamos que néo existe epidemia, isto é, que S (t) = N, pelo critério mencionado
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anteriormente, temos que Ry < 1, logo

@<1©N<g.
o B

Portanto, conclui-se que o nimero minimo de pessoas para que exista uma epidemia é
« . - . ( o
N > —. Assim, no caso Ry < 1, o ponto de equilibrio I = 0 ¢é estdvel. Caso contrério, se

@
Ry > 1, o ponto de equilibrio I = N — — & estdvel. Estes resultados podem observar-se

™

na Figura 5.9.

5.8 Modelo SIR

O modelo SIR descreve uma doenca epidémica ou uma doenga endémica. Este modelo
estd na base da epidemiologia moderna e na pratica é ainda amplamente utilizado. O
modelo SIR foi proposto por Kermack e Mckendrick, em 1927, e descreve a dindmica de
uma populagdo que estd dividida em trés classes: a classe dos individuos suscetiveis a
doenga, S(t), isto é, os individuos que ainda nao se encontram contaminados, a classe dos
individuos infetados, I(t), ou seja, os que j4 estao contaminados pela doenga, e, por iltimo,
a classe dos individuos removidos, R(t), onde se encontram os individuos que recuperaram
da doenga, os que morreram e os que ficam em quarentena.

Na realidade, é dificil saber com antecedéncia quando é que um individuo suscetivel
se torna infecioso, uma vez que sé se sabe da existéncia da doenca quando os primeiros
sintomas aparecem. Quando o individuo infetado deixa de ser assintomadtico, o paciente
deve ficar em isolamento profildtico, sendo retirado da populacdo. Subsequentemente
o paciente poderd morrer ou recuperar da doenca. No que diz respeito a transmissao da
doenca, a recuperacgao é, comparativamente, um acontecimento secundario que sé acontece

em alguns casos.
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Y

I.Suscetiveis s | Infeciosos — I Recuperados

Figura 5.10: Esquema do modelo SIR.

Este modelo é um dos modelos mais populares no que concerne a modelacao de doencas

infeciosas, sendo que tem por base alguns dos principios dos modelos anteriores.

Considerando, entao, que a populagao neste modelo se encontra dividida nas trés
classes: S(t), I(t), e R(t), o processo evolutivo dos individuos da populagdo entre as
classes estd esquematicamente representado na Figura 5.10, sendo que ( representa a taxa

de infeccao e v a taxa de remocao.

5.8.1 Modelo de Kermack-McKendrick

Este modelo tem por base alguns dos principos dos modelos anteriores. Vamos assumir
que a dimensao da populacgao é significativa e constante e que qualquer individuo infetado

que tenha recuperado completamente terd imunidade permanente.

Vamos partir do pressuposto que os individuos que ja foram infetados e recuperaram
pertencem agora a uma nova classe que nao é suscetivel & doenga. Se os individuos
infetados sao removidos da populagdo, entao a taxa de remocao, v, é proporcional ao

numero de individuos infetados.

Nestas condigoes, o modelo cldssico proposto por Kermack e McKendrick que pode ser



5.8 Modelo SIR 97

descrito pelo sistemas de equagoes:

ds(t)

7 = —5S(t)l(t),
M0 _ sy 1), (522)
CUZY) =1(t),

R - . .
onde s representa a taxa de variagdo dos removidos, por isolamento e/ou morte.
O estudo deste modelo, foi elaborado tendo por base os contetdos da referéncia bibli-

ografica [5].

Consideremos que as condigoes iniciais no inicio da epidemia sao

S(0) =5y >0,
1(0)=1Io>0, (5.23)
R(O) =Ry > 0.

Como a populagao tem tamanho constante, entao
d
S(t)+1(t)+ R(t) =N < pr [S(t) + I(t) + R(t)] = 0, (5.24)

Portanto, por (5.22) e (5.24), o estudo do sistema nao linear vai reduzir-se a um sistema
de duas equagoes que s6 dependem de I(t) e de S(t), sendo que a terceira varidvel se obtém

a custa da igualdade (5.24). Assim o sistema a estudar é

ds (t)
B~ sswre.

(5.25)
PO 550 1() 1 1),

A semelhanca dos modelos anteriores, no inicio da epidemia temos como condicGes
iniciais Sp e Iyp. Portanto, as duas primeiras equagoes do sistema de equagoes (5.22) podem

reduzir-se a uma inica equagao do seguinte modo:

dI (t)
A g BSWIW-ATW) S -y _v-BSW) _ 4
iS5~ -BSWI(M | -BS(MH  BS®)  BS@)

dt
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Imax

R

N
S

Figura 5.11: Curva epidémica (imagem retirada de [13]).

logo,

dI_ Y B Yo
a5~ S 1‘:””‘[55@) qu'

Integrando, obtemos

WIS() [Ty ] dS(s)
s = /0[68(8)_1} as ©
¢ S ¢ S
= [I(S(s))]g:;/o S(ls)d*zi)ds—/odfli)ds

& I(S)—1Ip = % (In S(¢) — In S(0)] — [S(t) — S(0)]
t
e 18)=2m2Y _ st 4 80+ o,
B So
Considerando T - p, 0 parametro que designa a taxa de remogao relativa ou limiar

epidémico, e as condigoes iniciais anteriores, onde Sy + Iy = N, temos que
I(S)=N-S()+pln ——= (5.26)

Tentemos agora obter resultados que permitam analisar o curso de uma epidemia e de

que forma podemos fazer uma previsao da mesma. Considerando que S = N é solucao da
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equagao (5.26) e que com o decorrer do tempo o nimero de individuos suscetiveis diminui,
entao temos que I (S) — —oo quando S — 0.
Observemos agora as propriedades do sistema (5.22) e as informagoes que o mesmo

fornece. A partir da terceira equagao do sistema (5.22) e de (5.24) vem que

150+ 1) = —I(1) <0, (5.27)

pelo que, por (5.24), pode afirmar-se que
S(t) + I(t) < N.

Por outro lado, como

R(t) = N — S(t) — I(¢),

isto permite-nos considerar apenas o sistema (5.24), uma vez que se trata de um sistema
fechado de equacgéGes diferenciais. Olhemos entdo para as 6rbitas deste sistema. Uma vez

que a partir da igualdade

S (t)
se obteve
S (t
M@zNS@Hpm<;Q>, (5.28)
0
e dado que a derivada de I & positiva sse %t) — 1> 0, isto &, sse S < p e é negativa sse
P

% —1 < 0,isto &, sse S > p, portanto, podemos concluir que 7(S) é uma fungao crescente
se S < p e decrescente se S > p. Isto significa que a populagao inicialmente infetada
aumenta até atingir um valor méximo Ijyax, quando S = p, ponto esse que designamos por

o pico da doenga, e em seguida diminuiu tendendo para zero, como se pode observar na

Figura 5.11.
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S.

Figura 5.12: Plano de fase do modelo SI para o sistema (5.22)-(5.23) (imagem retirada
[13]).

Pela equacao (5.28) observamos que I(0) = —oo e 1(Sy) = Iy > 0. Consequentemente,
pelo teorema de Bolzano, existe pelo menos um ponto So, € como a fungdo é mondtona
crescente neste intervalo, 0 < S, < Sp, 0 ponto S € tinico, como tal que I(Ss) = 0.
Além disso, I(S) > 0, para todo o S tal que So, < S < Sp. Observe-se que o ponto (S, 0)
) A ds dI
é um ponto de equilibrio de (5.25) uma vez que o e e se anulam quando I = 0.

Na Figura 5.12 podemos observar qual o curso da epidemia quando t varia de tg até
+00. A medida que o ponto (S(t),1(t)) corre ao longo da curva (5.28), ele move-se no

sentido decrescente de S, uma vez que S(t) diminui ao longo do tempo.

A partir da primeira equagao do sistema (5.22), observamos que

ds(t)
7 < 0,

pelo que S(t) é uma funcao decrescente, entao

Hm  S(t) = Sec. (5.29)

t—-+o00



5.8 Modelo SIR

101

Por outro lado, também podemos obter Sy como a tnica raiz da equagao (5.29), quando

t — 400, uma vez que

N—Soo—&-pln(&m):o,

< (5.30)

onde S5, denota o nimero de suscetiveis que nunca foram infetados.

Saliente-se que podemos determinar o nimero de individuos suscetiveis em qualquer

momento ¢, pois a partir das equagoes (5.22) e (5.24) deduz-se que

ds (t)
dS: dt —BS (t)I(t) :—éS(t):—S(t)
drR  dR(t) v1(t) v p
dt
ou seja
LdS =——dR
S (t) p
Donde, por integragao, obtém-se
t 1 t
IS (s)ly = > [R ()]
1
< InS(t) —InSy = —; [R(t) — Ro]
o S0 _ (Ro—RW)
So p
S(t) Ro—R(t)
= Iz
= S e
Portanto, tem-se
R(t)—Ro N

>Syxe P >0. (5.31)

Observemos que como S(t) é sempre positivo, entdo significa que na populacao irdo per-

manecer sempre alguns individuos que nunca serdao infetados.

Em suma, quando um
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Modelo Epidémico SIR
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Figura 5.13: Comportamento dos individuos em cada classe.

pequeno grupo de individuos infeciosos, Iy > 0, é inserido numa populagao de suscetiveis,
nunca ird ocorrer uma epidemia.

Na Figura 5.13 apresentam-se um exemplo ilustrativo da propagacao de uma doenga
correspondente ao modelo estudado, onde se podem observar as curvas correspondentes
a evolugao dos suscetiveis, infeciosos e removidos, representados respetivamente por S(t),
I(t) e R(t). Salienta-se ainda o facto de que nesta imagem também se localiza o pico da

doenga.



Capitulo 6

O Modelo epidemiolégico SI
aplicado VIH

Este capitulo foi elaborado tendo por base os contetidos da referéncia bibliografica [2].

Sida (sindroma da imunodeficiéncia adquirida), pandemia que trouxe muito sofrimento
pessoal e social, bem como um incalculdvel nimero de perdas. Trés décadas apds a refe-
réncia aos primeiros casos de Sida, cujo reconhecimento se atribui ao Centers for Disease
Control and Prevention (CDC), em Atlanta. As pandemias de VIH (sindroma da imuno-
dificiéncia humana) e de Sida constituem, mundialmente, um dos problemas dominantes
em sauide publica. De inicio, a evolucao epidemiolégica desta doenca era imprevisivel e
desconhecia-se se 0os mecanismos cldssicos de controlo das doencas infeciosas modificariam
os padroes epidemiolégicos observados. Hoje, com a informacao obtida através dos sis-
temas de vigilancia epidemiolégica, considera-se que a pandemia VIH/Sida afeta todas
as regides do mundo, constituindo um grande problema de saide ptblica, que limita o
desenvolvimento demografico e econémico. A rdpida expansao desta infecao traduz-se na
necessidade permanente de estatisticas a nivel global, a cargo da Organizagao Mundial de

Saide (OMS) e das Nagoes Unidas (UNAIDS).
103
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VIH é caracterizado pela sua extrema variabilidade genética, diferente patogenecidade
e capacidade de expansao epidémica. A heterogeneidade de VIH e as formas de trans-
missdo virica constituem os principais fatores responsdveis pelos padroes epidemiolégicos
mundiais. A identificacdo e o conhecimento dos fatores locais, promotores da diversi-
dade epidemiolégica, devem-se & criagao de novos sistemas de vigilancia epidemioldgica
de forma a obter a melhor caraterizacao das epidemias de ambito regional, mediante o
conhecimento de fatores sociais e comportamentais, permitindo a aplicacdo de medidas
adequadas aos grupos populacionais mais afetados. Na classificacao das epidemias por

VIH/Sida consideram-se trés padroes:

1. Epidemia em inicio, que se caracteriza pelos primeiros casos assintomédticos e sin-
tométicos terem sido diagnosticados ha mais de cinco anos, cuja prevaléncia é inferior
a 5% em diversos subgrupos populacionais e cujos casos ocorreram, predominante-

mente, em subgrupos com comportamentos de riscos elevados.

2. Epidemia concentrada, que se caracteriza por uma transmissao de VIH predomi-
nantemente associada a grupos social e econémicamente mais desfavorecidos, e cuja

prevaléncia da infe¢ao é superior a 5% em, pelo menos, um subgrupo populacional.

3. Epidemia generalizada, em que na maioria da populacido ocorrem casos de infecao
)
por VIH, atribuindo-se a transmissao a contactos heterossexuais, registando-se uma

prevaléncia em mulheres gravidas superior a 1%.

A principal caracteristica que caracteriza a diversidade dos padroes epidemiolégicos
refere-se a prevaléncia varidvel de VIH, ou seja, a percentagem de individuos infectados

onde a expansdo epidémica refelete a ocorréncia de novos casos.
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Nesse sentido, os modelos mateméticos desenvolvidos, que incluem varidveis ja identifi-
cadas como de elevada importancia para as projecgoes epidemiolégicas (politicas terapéu-
ticas, mecanismos de prevencao, modificacbes comportamentais, aspectos viricos reimu-
nitarios e factores intrinsecos ao hospedeiro), ndo podem substituir os sistemas de vigilan-

cia epidemiolégica locais, como instrumento para avaliar a progressao da pandemia.

Tendo por base os conteidos da referéncia bibliografica [16] propde-se um modelo

simplificado, para analisar, o caso de todos os seropositivos ficarem infetados por Sida.

Consideremos que, numa certa populagdo, todos os individuos suscetiveis sdo porta-

dores do virus de VIH.

Partindo do presuposto que no instante inicial, ¢t = 0, os individuos suscetiveis ainda
nao estao infetados, apresentando apenas os sintomas da doenca. Com o passar do tempo
vai existir uma parte da populagao, z(t), que nao contraiu Sida, e outra parte da populacao,

y(t), que contraiu a doenga.

Embora, também neste modelo se assuma que a populacao é constante, ou seja, que

2() +y(t) = N, (6.1)

agora as condicgoes iniciais sao

z(0)=N e y(0)=0.

Consideremos que pu(t) é a taxa de transmissao de portadores do VIH para portadores de

Sida, com p(t) = kt (k > 0). Portanto, o modelo fica descrito pelo sistema
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dx
— = — T
at ~ "
(6.2)
dy
2 ux
at ~ "
com as condigbes iniciais z(0) = N e y(0) =0.
A primeira equagao do sistema de equagoes (6.2), pode ser escrita na forma
dx
— = —kix. 6.3
7 x (6.3)

Tratando-se de uma equagao diferencidvel de varidveis separdveis, integrando obtém-se:

/}m:-/ma. (6.4)

Donde

e resolvendo em ordem a z, tem-se

—kt?

t2
a(t) = £e T = p(t) = Ce 2. (6.6)

Considerando a condigao inicial 2(0) = N, podemos concluir que

—kt2
z(t) = Ne 2 (6.7)
e substituindo a equacao (6.7) na segunda equagao de (6.2), obtém-se
d 142
a%::kﬂVegt (6.8)
pelo que
)
/@:/mm?dt (6.9)
Logo,
—kt?

y(t)=—Ne 2 +c (6.10)
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e da condicao inicial vem que

—kt2

y(t) =N — Ne 2

(6.11)

Portanto, y(t) — N quando t — 400, ou seja, com o decorrer do tempo toda a populagao
ird desenvolver a doenca.
Para sabermos a que velocidade os portadores de VIH passam para portadores da Sida,

determinemos os pontos criticos da segunda equacao do sistema (6.12)

d?y dx
— =kt— +k 6.12
az Mg T (6.12)
d*y o
vem que —.o = 0, é equivalente
dx
k(t— =0. 6.13
(57 +2) =0 (613)
E, para k > 0, segue que
der —=x
—_— = — 6.14
i (6.14)
donde, pelas equagoes (6.3) e (6.14), obtém-se :
—x 1 vk
—ktr=—"t’=_—ct=-—. 6.15
T k k (6.15)
Portanto, o valor méximo de variacao de transmissao serd determinado por
dy k
= Ny/—. 6.16
dt 1= e (6.16)
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Capitulo 7

Conclusao

Esta dissertacdo de mestrado teve como objetivo compreender melhor os modelos
matemdticos em doengas infeciosas. Para tal realizou-se em primeiro lugar uma revisao
de literatura sobre equacoes diferenciais e alguns modelos matemédticos de transmissao de
doencas epidemiolégicas.

Assim, na parte inicial desta tese, foram abordados alguns conceitos de equacoes difer-
enciais, os quais serviram de base para a andlise e construcao dos modelos epidemiolégicos
SI, SIS e SIR.

O estudo dos modelos anteriormente referidos, foi organizado de acordo com a sua
complexidade. A escolha do modelo é fundamental, deve-se escolher o modelo que melhor
se ajusta a uma doenca infeciosa, e adequado para evitar um surto epidémico.

Embora os modelos apresentados sejam modelos compartimentais simples, eles encontram-
se muito préximos da realidade. O modelo SI é um modelo em que o nimero de infetados
aumenta exponencialmente e, & medida que o tempo vai decorrendo, os infetados deixam
de encontrar individuos suscetiveis, fazendo com que a doenca facilmente se dissipe. Por-
tanto, com o decorrer do tempo a propagacao da doenca vai diminuir, dado que a maioria

da populacao fica infetada.
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No que concerne ao modelo SIS, este ¢ um modelo que se obtém do anterior, acrescen-
tando mais uma permissa, ou seja, supoe-se que os individuos infetados apds recuperarem
voltam a entrar na classe dos suscetiveis, podendo ficar novamente infetados. Este modelo
é utilizado em algumas doencas sexualmente transmissiveis, em que nao existe imunizacao.

Relativamente ao modelo SIR, ele inclui também o grupo dos individuos que recuper-
aram da doenga, mas com a particularidade de ficarem imunes. Assim, eles sdo retirados
da populacao dos suscetiveis nao podendo ser infetados novamente nem transmitirem a
doenca. Em suma, este modelo é utilizado quando apds contédgio por uma doenca infeciosa
o individuo contagiado fica imune a essa doenga.

Os modelos apresentados nao abragem todos os tipos de doencgas infeciosas, uma vez
que existem ainda vdrios modelos bem mais complexos, que podem ficar para um futuro
aprofundamento do tema.

Em sintese, pode dizer-se que, este trabalho apenas contribuiu para o conhecimento
dos modelos epidemioldgicos ja existentes. Dada a importancia do tema, considera-se que
hé ainda um longo caminho a percorrer nesta drea de investigacao, podendo ser um tema

bastante fértil para futuros trabalhos de investigagao.
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