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Évora, Portugal



O Sumário pormenorizado
aqui apresentado
não foi escrito ao abrigo do novo Acordo Ortográfico
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1 Preâmbulo

O sumário pormenorizado que se segue é relativo ao seminário com o t́ıtulo Simu-
lação numérica para modelos de fluidos incompresśıveis diferenciais de
ordem 3 e generalizações, tendo por base a investigação cient́ıfica do autor na
área da Matemática da Mecânica dos Fluidos e suas aplicações. O seminário será
apresentado em provas públicas na Universidade de Évora no âmbito das provas de
agregação em Matemática.

O seminário consiste num resumo dos avanços e do estado da arte para modelos ma-
temáticos associados ao escoamento de um fluido incompresśıvel do tipo diferencial
de ordem 3 num tubo rectiĺınio de secção transversal circular com raio variável,
ver [1]. No mesmo sentido, será ainda abordado o caso concreto de um fluido
Newtoniano generalizado com aplicações à hemodinâmica, num tubo rectiĺınio de
secção transversal circular com raio constante, ver [2].

2 Sumário pormenorizado

Uma das questões mais desafiadoras na área da Matemática da Mecânica dos Fluidos
tem sido encontrar equações constitutivas precisas para fluidos que não obedeçam à
lei Newtoniana envolvendo a tensão de cisalhamento e a taxa de deformação. Este
amplo conjunto de fluidos não-Newtonianos tem sido extensivamente estudado devido
à sua particular relevância no campo das aplicações e em diferentes áreas cient́ıficas,
por exemplo, na Biologia, na Matemática, na F́ısica, na Qúımica, na Hemodinâmica,
nas Engenharias e na Indústria.

As equações diferenciais usadas para modelar o fluxo de um fluido incompresśıvel
não-Newtoniano são fortemente não-lineares e complexas. Com o objectivo de descre-
ver matematicamente algumas propriedades associadas aos fluidos não-Newtonianos,
diversos tipos de equações constitutivas foram propostas. Entre muitos dos modelos
propostos, os fluidos do tipo diferencial de Rivlin-Ericksen merecem-nos uma especial
atenção.

Nas últimas décadas, os fluidos de tipo diferencial têm atráıdo muita atenção e
controvérsia por parte da comunidade cient́ıfica, ver Dunn e Rajagopal [3]. Como
casos particulares de fluidos de tipo Rivlin-Ericksen, temos os fluidos de ordem 2 e
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de ordem 3. Questões relevantes relacionadas com estes fluidos foram discutidas em
detalhe por Dunn e Fosdick [4] e, ainda, por Fosdick e Rajogopal [5], [6]. É um facto
bem estabelecido que os fluidos de ordem 2 exibem o efeito de tensão normal e não
apresentam os fenómenos de afinamento e espessamento de cisalhamento que muitos
fluidos apresentam. No entanto, os fluidos de ordem 3 são capazes de descrever
tais fenómenos (ver Mansutti e Rajagopal [7], Mansutti et al. [8] e Massoudi [9]),
relevante em muitos problemas associados ao escoamento de um fluido.

Algumas condições teóricas que impõem restrições para os parâmetros materiais
foram descritas por Fosdick e Rajagopal [6] e, Rajagopal [10], mostrando que essas
restrições implicam que as medições viscométricas são de facto suficientes para de-
terminar a forma da equação constitutiva para todos os fluxos de fluidos de ordem 3
termodinamicamente compat́ıveis. Por conseguinte, uma forma para se apresentar a
equação constitutiva para um fluido não-Newtoniano consiste em fornecer ao tensor
de tensão suplementar uma fórmula recursiva em função da parte simétrica do
gradiente de velocidade e da derivada do tempo material. Essa metodologia foi
proposta e apresentada por Rivlin e Ericksen [11], ficando esses fluidos conhecidos
por fluidos viscoelásticos do tipo diferencial com complexidade n. O trabalho de
Dunn e Rajagopal [3], apresenta-nos uma perpectiva completa e detalhada sobre
algumas das questões relevantes relacionadas com fluidos do tipo diferencial. O
tensor de tensão suplementar para esses fluidos é dado por (ver Coleman e Noll [12])

T E = S(A1,A2, . . . ,An), (1)

onde S é uma função tensorial isotrópica e os n tensores de Rivlin-Ericksen designados
por A1,A2, . . . ,An (ver Rivlin e Ericksen [11]), são dados pela fórmula recursiva

A1 = ∇ϑ+
(
∇ϑ

)T
, (2)

An =
d

dt

(
An−1

)
+An−1∇ϑ+

(
∇ϑ

)T
An−1, n = 2, 3, . . . (3)

onde1 ϑ = ϑ(x, t) é o vector de velocidade tridimensional; ∇ϑ é o gradiente de

velocidade e,
(
∇ϑ

)T
indica a transposta de ∇ϑ. A expressão d

dt
(·) indica a derivada

do tempo material, dada por

d

dt

(
·
)
=

∂

∂t
(·) + ϑ · ∇(·),

1x = (x1, x2, x3) é o vector das coordenadas cartesianas e t a variável do tempo, por conveniência
x3 = z.
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sendo ∂
∂t
(·) a derivada parcial em relação ao tempo.

Consideramos em seguida a equação constitutiva para um fluido de Rivlin-Ericksen
incompresśıvel e homogéneo de ordem 3, onde o tensor de tensão de Cauchy é dado
por

T = −pI + T E, (4)

sendo p a pressão e −pI a parte esférica da tensão devido à restrição de incompre-
ssibilidade. O tensor T E é o tensor de tensão suplementar dado por (ver Truesdell e
Noll [13])

T E = µA1 + α1A2 + α2A
2
1 + β1A3 + β2(A1A2 +A2A1) + β3(trA

2
1)A1, (5)

onde µ é a constante de viscosidade do fluido e, as quantidades α1, α2, β1, β2 e β3 são
parâmetros viscoelásticos – também chamados de coeficientes de tensão normais. Os
tensores A1, A2 e A3 são tensores de Rivlin-Ericksen dados pela fórmula recursiva
(2) e (3). A expressão ”tr” designa o operador traço. Em situações concretas, as
quantidades µ, α1, α2, β1, β2 e β3 podem depender de vários factores, por exemplo,
da pressão, da temperatura ou da taxa de cisalhamento (ver Truesdell e Noll [13]).

De mencionar que quando α1 = α2 = β1 = β2 = β3 = 0 em (5), o tensor T E ficará
afecto ao escoamento de um fluido Newtoniano. Por outro lado, ao considerarmos
apenas β1 = β2 = β3 = 0 o tensor T E ficará associado ao escoamento de um fluido
de ordem 2. Em ambos os casos, existe uma vasta literatura cient́ıfica especializada
sobre diferentes abordagens teóricas e no campo das aplicações.

A estabilidade e a termodinâmica da equação constitutiva (4) em conjugação com
o tensor de tensão (5), foram estudadas em detalhe por Fosdick e Rajagopal [6],
mostrando que se todos os movimentos do fluido forem compat́ıveis com a termo-
dinâmica no sentido de que esses movimentos verificam a desigualdade de Clausius-
Duhem e se for suposto que a energia livre espećıfica de Helmholtz é mı́nima quando
o fluido está localmente em repouso, então

µ ⩾ 0, α1 ⩾ 0, |α1 + α2| ⩽
√
24µβ3, β1 = β2 = 0, β3 ⩾ 0. (6)

Além disso, se as desigualdades em (6) forem estritas, então o fluido está assintotica-
mente em repouso, ou seja, o estado de repouso é assintoticamente estável. Quando
β1 = β2 = β3 = 0, estamos perante um fluido de ordem 2. Para este caso concreto a
estabilidade e a termadinâmica foram objecto de estudo por parte de Dunn e Fosdick
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[4]. Estes autores mostraram que a desigualdade de Clausius-Duhem para um fluido
de ordem 2 é verificada desde que

µ ⩾ 0, , α1 ⩾ 0, α1 + α2 = 0, (7)

Estes e outros aspectos dos modelos para fluidos diferenciais de grau n foram estudados
por Dunn e Rajagopal [3].

Na nossa exposição e levando em consideração a condição (6), a equação constitutiva
(4) em conjugação com (5) para um fluido termodinamicamente compat́ıvel de ordem
3 é reescrita da seguinte forma

T = −pI + µA1 + α1A2 + α2A
2
1 + β3(trA

2
1)A1,

= −pI +
(
µ+ β3(trA

2
1)
)
A1 + α1A2 + α2A

2
1, (8)

onde a quantidade µeff dada por

µeff := µ+ β3(trA
2
1),

pode ser considerada como sendo uma viscosidade dependente da taxa de cisalhamen-
to (ver Mansutti e Rajagopal [7], Mansutti et al. [8] e Massoudi [9]), caracteŕıstica
muito importante no campo das aplicações relativamente aos fluidos não-Newtonianos.

Diferentes modelos matemáticos para um fluido de ordem 3 associados à equação
constitutiva (8) tiveram nas últimas décadas um desenvolvimento acentuado em
termos teóricos e, em termos de aplicações para as mais variadas áreas cient́ıficas.
Entre outros trabalhos, destacamos [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23],
[24], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [31], [32], [33] e [34].

Ao considerar o parâmetro material β3 = 0 na expressão (8), vamos obter com base
na condição (7) um fluido de ordem 2, com equação constituiva

T = −pI + µA1 + α1A2 + α2A
2
1. (9)

Nas últimas décadas foram apresentados vários modelos matemáticos associados
à equação constitutiva (9), desencadeando um estudo interessante quer no campo
teórico, quer no campo das aplicações. Entre outros trabalhos, destacamos [35], [36],
[37], [38], [39], [40], [41], [42], [43], [44], [45], [46] e [47].
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Figura 1: Ω ⊂ R3 é o domı́nio tridimensional para o escoamento simétrico de um fluido
relativamente ao eixo z, com componente normal (pe) e tangenciais (τ1 e τ2) do vector de tração
superficial. A função ϕ(z, t) representa a função da superf́ıcie do domı́nio relativo ao eixo do
escoamento z e ao tempo t. A fronteira ∂Ω é composta pela secção transversal de entrada Γ1, pela
secção de sáıda Γ2 e pela superf́ıcie lateral do tubo, representada por Γw.

Com base na equação constitutiva (8), vamos considerar o fluxo isotérmico de um
fluido de ordem 3 homogéneo num tubo rectiĺıneo, impermeável de secção transversal
circular com raio variável ao longo do eixo do escoamento, ver Figura 1.

O escoamento simétrico do fluido está limitado pela função escalar ϕ(z, t), relativa-
mente à superf́ıcie lateral do tubo rectiĺıneo de secção transversal circular com raio
variável, dada pela seguinte relação

ϕ2(z, t) = x2
1 + x2

2. (10)

Por conseguinte, com base na equação constitutiva (8), consideramos o escoamento
de um fluido incompresśıvel de ordem 3, num tubo rectiĺıneo e impermeável de secção
transversal circular, com superf́ıcie lateral dada pela expressão (10). Nesse sentido, o
modelo matemático relativo às equações de movimento, considerando a conservação
do momento linear e massa, desprezando as forças exteriores, é dado em Ω × (0, T )
por 

ρ
(∂ϑ
∂t

+ ϑ · ∇ϑ
)
= ∇ · T

∇ · ϑ = 0

T = −pI + µA1 + α1A2 + α2A
2
1 + β3(trA

2
1)A1, tw = T · η

(11)

com condições iniciais
ϑ(x, 0) = ϑ0(x) em Ω (12)

e condições de fronteira do tipo Dirichlet homogéneas

ϑ(x, t) = 0 sobre Γw × (0, T ). (13)
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No modelo matemático (11), a equação (11)1 representa o equiĺıbrio do momento
linear sem forças exteriores, onde a constante ρ representa a densidade do fluido;
a equação (11)2 é a condição de incompressibilidade. Na equação (11)3, o tensor
T representa a equação constitutiva relativa ao fluido em estudo e tw representa o
vector de tensão na superf́ıcie lateral do domı́nio cujo vector normal unitário externo
é dado por η(x, t).

A implementação numérica deste modelo tridimensional (11) − (13) associado a um
fluido de ordem 3 é bastante exigente em termos de cálculo computacional, o que
em muitas situações se torna inviável. Nesse sentido, com o objectivo de contornar
essa dificuldade, vamos utilizar a teoria de Cosserat relacionada com a dinâmica
dos fluidos (ver Caulk e Naghdi [48], Green e Naghdi [49], [50]), permitindo, sob
condições muito espećıficas, a transição do modelo tridimensional para um modelo
unidimensional, tornando a implementação computacional mais acesśıvel.

Considerando então a teoria de Cosserat, podemos aproximar o vector de velocidade
tridimensional para o fluido de uma forma muito espećıfica. Em consequência, é
posśıvel, tendo em conta os dados do problema, através da integração da equação do
momento linear, transformar o modelo tridimensional num modelo unidimensional
constitúıdo por uma equação diferencial ordinária (ou parcial). Portanto, consi-
derando o trabalho de Caulk e Naghdi [48], o vector de velocidade tridimensional
não-estacionário

ϑ(x, t) = ϑi(x, t)ei,

é aproximado por2

ϑ(x, t) = v +
k∑

N=1

xθ1 . . . xθNW θ1...θN (14)

com,
v = vi(z, t) ei, W θ1...θN = W i

θ1...θN
(z, t) ei (15)

onde a função v é a velocidade ao longo do eixo simétrico z (eixo relativo ao
escoamento) com variável de tempo t e, xθ1 . . . xθN são funções de base polinomiais de
ordem k. Por outro lado os vectores W θ1...θN são as velocidades directoras associadas
a caracteŕısticas f́ısicas espećıficas do fluido (ver Caulk e Naghdi [48]) e, ei são os
vectores unitários.

2Os ı́ndices latinos assumem os valores 1, 2, 3, ı́ndices gregos os valores 1, 2 e usamos a convenção
usual de somatório para ı́ndices repetidos.
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No modelo tridimensional (11) − (13), vamos considerar o vector da velocidade
tridimensional ϑ aproximada pela expressão (14) para 9 directores, i.e., k = 3 em
(14), obtendo assim um modelo unidimensional, dependendo apenas da variável de
espaço z e de tempo t. Por conseguinte, para o modelo em estudo e com base na
teoria de Cosserat, a equação adimensionalizada para o gradiente de pressão média
G para uma secção finita I = [z1, z2] da geometria do tubo de parede ŕıgida (i.e.,
ϕ = ϕ(z)), é dada por

G(t) =
1

2
B1Q(t) +

1

4
B2Q

2(t) +
1

8
β̂3B3Q

3(t) +
1

2
W2

0B4
d

dt
(Q(t)) (16)

onde W0 é o número de Womersley; Q é a taxa de fluxo volumétrico e β̂3 é um
parâmetro viscoelástico. Os parâmetros B1 e B3 dependem apenas da geometria
do tubo no intervalo I, o parâmetro B2 depende dos coeficientes de tensão normais
adimensionais α̂1 e α̂2 e, ainda, da geometria do tubo no intervalo I. Por sua vez, o
parâmetro B4 depende, para além, da geometria do tubo no intervalo I, do coeficiente
de tensão normal adimensional α̂1.

No seguimento, a equação adimensionalizada para a tensão de cisalhamento τ1 na
superf́ıcie lateral do tubo, é dada por

τ1(z, t) =
1

2 + 2 d
dz
(ϕ)2

( C1

2ϕ3
Q(t) +

C2

4ϕ4
Q2(t) + β̂3

C3

8ϕ9
Q3(t) +W2

0

C4

2ϕ

d

dt
(Q(t))

)
. (17)

Os parâmetros C1 e C3 dependem apenas da geometria do tubo, o parâmetro C2

depende dos coeficientes de tensão normais α̂1 e α̂2 e, ainda, da geometria do tubo.
Por sua vez, o parâmetro C4 depende, para além, da geometria do tubo, do coeficiente
de tensão normal α̂1.

Consequentemente, considerando as equações (16) e (17) para dados espećıficos
e usando um método de Runge-Kutta, no decorrer do seminário, apresentaremos
simulações numéricas para a taxa de fluxo volumétrico e para a tensão de cisalhamento
na superf́ıcie lateral do tubo em estudo.

Considerando o trabalho experimental de Beracea et al. [51], Mall-Gleissle et al.
[52] e Tao et al. [53], relativo a poĺımeros, suspensões e cristais ĺıquidos, podemos
concluir que existe uma variação nos termos da viscosidade e nos termos da visco-
elasticidade associados a diferentes taxas de cisalhamento, em conformidade com o
trabalho de Truesdell e Noll [13], permitindo desta forma uma vasta generalização
de modelos associados ao problema (11) − (13). Uma dessas generalizações e, pela
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sua importância no campo das aplicações à hemodinâmica consiste no modelo para
um fluido incompresśıvel Newtoniano generalizado, dado por

ρ
(∂ϑ
∂t

+ ϑ · ∇ϑ
)
= ∇ · T

∇ · ϑ = 0

T = −pI + µ
(
|γ̇|

)
A1, tw = T · η

(18)

definido num tubo rectiĺınio de parede ŕıgida de secção transversal circular com raio
constante, com condições iniciais (12) e condições de fronteira (13). Para este modelo,
a função

µ
(
|γ̇|

)
: R+ → R+ (19)

é uma função de viscosidade dependente da taxa de cisalhamento, γ̇ definida por

|γ̇| =
√
2D : D

com,

D :=
1

2

(
∇ϑ+

(
∇ϑ

)T )
sendoD o tensor de deformação. Em vasos sangúıneos como artérias e veias, o sangue
é geralmente numa primeira abordagem modelado como um fluido Newtoniano. No
entanto, em vasos pequenos, como arteŕıolas e vénulas, com diâmetros comparados
aos das células, o sangue comporta-se como um fluido pseudoplástico (a viscosidade
diminui com o aumento da taxa de cisalhamento). Em particular, em repouso ou
para baixos valores da taxa de cisalhamento, o sangue apresenta uma viscosidade alta
devido à agregação dos glóbulos vermelhos, enquanto que para valores elevados da
taxa de cisalhamento, a viscosidade diminui, em virtude da deformabilidade dessas
células (ver Baskurt e Meiselman [54] e Fasano e Sequeira [55]). Por conseguinte, em
vasos com pequenos calibres o sangue apresenta caracteŕısticas associadas aos fluidos
não-Newtonianos.

No modelo (18), vamos considerar uma função de viscosidade do tipo lei de potência,
dada por

µ(|γ̇|) = k|γ̇|n−1 (20)

onde os parâmetros k e n são constantes positivas chamadas de consistência e ı́ndice
de fluxo. Com base no trabalho de Chien et al. [56] podemos considerar que a função
de viscosidade (20) para n < 1 é relevante para o estudo do fluxo sangúıneo em
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pequenos vasos. Esta função de viscosidade tem aplicações limitadas a fluidos reais
devido à natureza ilimitada da função de viscosidade, mas é amplamente utilizada
e pode ser precisa para regimes espećıficos de fluxo. Considerando o ı́ndice de fluxo
n = 1 na equação (20) então, a viscosidade é dada pela constante k e estamos perante
um fluido com caracteŕısticas Newtonianas. No caso em que n < 1 em (20), resulta

lim
|γ̇|→+∞

µ(|γ̇|) = 0, lim
|γ̇|→0

µ(|γ̇|) = +∞,

e temos um fluido com comportamento pseudoplástico por cisalhamento, em que a
viscosidade diminui com o aumento da taxa de cisalhamento. Para n > 1 em (20),
obtemos

lim
|γ̇|→+∞

µ(|γ̇|) = +∞, lim
|γ̇|→0

µ(|γ̇|) = 0,

e a viscosidade do fluido aumenta com a taxa de cisalhamento e tem um comporta-
mento dilatante.

Para este modelo (18) com condições (12) − (13) e função viscosidade do tipo lei de
potência (20), vamos obter com base na teoria de Cosserat uma equação diferencial
ordinária, envolvendo: o gradiente de pressão média; a taxa de fluxo volumétri-
co; o número de Womersley e o ı́ndice de fluxo. Mais propriamente a equação
adimensionalizada

G(t) =
2

3
W2

0

d

dt
(Q(t)) +

2
3n+5

2

n+ 3
Qn(t). (21)

Obtemos, ainda, a velocidade tridimensional adimensionalizada, dada por

ϑ(x, t) = Q(t)
(
1− (x2

1 + x2
2)
)
e3. (22)

Consequentemente, considerando as equações (21) e (22) para dados espećıficos
e usando um método de Runge-Kutta, no decorrer do seminário, apresentaremos
simulações numéricas para a taxa de fluxo volumétrico e para a velocidade tridimen-
sional numa secção transversal circular do tubo rectiĺıneo uniforme de parede ŕıgida.

Por fim, para o modelo em estudo, existe na literatura cient́ıfica uma solução exacta
para a taxa de fluxo volumétrico estacionário (ver Bird et al. [57]), dada por

Q̃ =
n

3n+ 1

n
√
2n−1G (23)

permitindo, desta forma, uma comparação com a solução correspondente obtida pela
teoria de Cosserat.
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3 Conclusões e trabalho futuro

Com base no sumário pormenorizado as conclusões a ter em conta com o seminário
estão associadas à investigação matemática desenvolvida e publicada pelo autor na
área da Matemática da Mecânica dos Fluidos e suas aplicações, nomeadamente nos
resultados relativos a fluidos incompresśıveis do tipo diferencial de ordem 3 (ver [1]) e
Newtoniano generalizado, com função de viscosidade do tipo lei de potência (ver [2]).

As contribuições mais relevantes para o estado da arte relativas à investigação ma-
temática desenvolvida pelo autor associada aos fluidos incompresśıveis, incluem:

� Trabalhos associados ao modelo matemático (11)− (13) para a um fluido não-
Newtoniano do tipo diferencial de ordem 3 e suas generalizações, ver [1], [58],
[59], [60].

� O modelo matemático (11) − (13) pode ser reorganizado de forma a obtermos
um modelo associado a um fluido não-Newtoniano do tipo diferencial de ordem
2 e suas generalizações. Para este caso concreto, ver [61], [62], [63], [64], [65].

� Trabalhos associados ao modelo matemático (18) com condições (12) − (13)
para um fluido Newtoniano generalizado, com função viscosidade do tipo lei de
potência e Carreau-Yasuda, ver [2]. Para função viscosidade do tipo Cross, ver
[66].

� Trabalhos associados a um fluido Newtoniano num tubo rectiĺınio de secção
transversal circular com raio variável com escoamento rotacional, ver [67].

De momento existem trabalhos de autor em curso para publicação, mais concreta-
mente:

� Bezzeghoud, M., Carapau, F., Minhós, F. and Vaidya, A. (Editors): Advances
in Mathematical Modeling in Science, Engineering and Social Sciences, Springer
Nature-Birkhäuser, Book Series: Trends in Mathematics, previsto para 2025.

� Flow of a fourth grade fluid using a director theory approach (t́ıtulo provisório,
autores: F. Carapau e P. Correia), com base no trabalho de Caulk e Naghdi
[48] e, ainda, no trabalho de Hayat et al. [68].

� Mathematical one-dimensional magneto-hydrodynamic third-grade fluid model
for blood flow (t́ıtulo provisório, autores: F. Carapau e P. Correia), com base
no trabalho de Caulk e Naghdi [48] e, ainda, no trabalho de Akbarzadeh [69].
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Relativamente à investigação matemática em curso e a desenvolver num futuro
próximo, pretendemos estudar problemas em aberto na área da Mecânica dos Fluidos,
nomeadamente:

� O escoamento de um fluido não-Newtoniano num tubo curvo, com base no
trabalho de Green et al. [70].

� O problema de interacção fluido-estrutura para um fluido Newtoniano e não-
Newtoniano num tubo rectiĺıneo uniforme, com base no trabalho de Caulk e
Naghdi [48].

� O problema da dinâmica do fluxo do filme lacrimal ocular humano, com base
no trabalho Guidoboni et al. [71].
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