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1 Preambulo

O sumario pormenorizado que se segue é relativo ao seminério com o titulo Simu-
lacao numérica para modelos de fluidos incompressiveis diferenciais de
ordem 3 e generalizagoes, tendo por base a investigacao cientifica do autor na
area da Matemédtica da Mecanica dos Fluidos e suas aplicagoes. O seminario sera
apresentado em provas ptblicas na Universidade de Evora no ambito das provas de
agregacao em Matematica.

O seminario consiste num resumo dos avancos e do estado da arte para modelos ma-
tematicos associados ao escoamento de um fluido incompressivel do tipo diferencial
de ordem 3 num tubo rectilinio de secgao transversal circular com raio varidvel,
ver [1]. No mesmo sentido, serd ainda abordado o caso concreto de um fluido
Newtoniano generalizado com aplicagoes a hemodinamica, num tubo rectilinio de
seccao transversal circular com raio constante, ver [2].

2 Sumario pormenorizado

Uma das questoes mais desafiadoras na area da Matematica da Mecanica dos Fluidos
tem sido encontrar equagoes constitutivas precisas para fluidos que nao obedegam a
lei Newtoniana envolvendo a tensao de cisalhamento e a taxa de deformacao. Este
amplo conjunto de fluidos nao-Newtonianos tem sido extensivamente estudado devido
a sua particular relevancia no campo das aplicacoes e em diferentes areas cientificas,
por exemplo, na Biologia, na Matematica, na Fisica, na Quimica, na Hemodinamica,
nas Engenharias e na Industria.

As equacoes diferenciais usadas para modelar o fluxo de um fluido incompressivel
nao-Newtoniano sao fortemente nao-lineares e complexas. Com o objectivo de descre-
ver matematicamente algumas propriedades associadas aos fluidos nao-Newtonianos,
diversos tipos de equacoes constitutivas foram propostas. Entre muitos dos modelos
propostos, os fluidos do tipo diferencial de Rivlin-Ericksen merecem-nos uma especial
atencao.

Nas ultimas décadas, os fluidos de tipo diferencial tém atraido muita atencao e
controvérsia por parte da comunidade cientifica, ver Dunn e Rajagopal [3]. Como
casos particulares de fluidos de tipo Rivlin-Ericksen, temos os fluidos de ordem 2 e



de ordem 3. Questoes relevantes relacionadas com estes fluidos foram discutidas em
detalhe por Dunn e Fosdick [4] e, ainda, por Fosdick e Rajogopal [5], [6]. E um facto
bem estabelecido que os fluidos de ordem 2 exibem o efeito de tensao normal e nao
apresentam os fenémenos de afinamento e espessamento de cisalhamento que muitos
fluidos apresentam. No entanto, os fluidos de ordem 3 sdo capazes de descrever
tais fendmenos (ver Mansutti e Rajagopal [7], Mansutti et al. [8] e Massoudi [9]),
relevante em muitos problemas associados ao escoamento de um fluido.

Algumas condigoes tedricas que impoem restricoes para os parametros materiais
foram descritas por Fosdick e Rajagopal [6] e, Rajagopal [10], mostrando que essas
restricoes implicam que as medicoes viscométricas sao de facto suficientes para de-
terminar a forma da equacao constitutiva para todos os fluxos de fluidos de ordem 3
termodinamicamente compativeis. Por conseguinte, uma forma para se apresentar a
equacao constitutiva para um fluido nao-Newtoniano consiste em fornecer ao tensor
de tensao suplementar uma férmula recursiva em funcao da parte simétrica do
gradiente de velocidade e da derivada do tempo material. Essa metodologia foi
proposta e apresentada por Rivlin e Ericksen [11], ficando esses fluidos conhecidos
por fluidos viscoelasticos do tipo diferencial com complexidade n. O trabalho de
Dunn e Rajagopal [3], apresenta-nos uma perpectiva completa e detalhada sobre
algumas das questoes relevantes relacionadas com fluidos do tipo diferencial. O
tensor de tensdo suplementar para esses fluidos é dado por (ver Coleman e Noll [12])

Trp=S(A1,A,...,A,), (1)
onde S é uma funcao tensorial isotrépica e os n tensores de Rivlin-Ericksen designados
por Ay, Ay, ..., A, (ver Rivlin e Ericksen [11]), sdo dados pela férmula recursiva

A =V + (V) 2)
A, = %(An_l) + A, VO + (V) Ay, n=23, ... (3)

onde! 9 = Y(x,t) é o vector de velocidade tridimensional; Vi é o gradiente de

velocidade e, (Vﬂ)T indica a transposta de V4. A expressdo 2(-) indica a derivada

dt
do tempo material, dada por

G =20 +9-90),

lx = (x1,79,73) é 0 vector das coordenadas cartesianas e t a varidvel do tempo, por conveniéncia
Ir3 = 2.
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-(-) a derivada parcial em relagao ao tempo.

Consideramos em seguida a equacao constitutiva para um fluido de Rivlin-Ericksen
incompressivel e homogéneo de ordem 3, onde o tensor de tensao de Cauchy é dado
por

T=-—pl+Tg, (4)

sendo p a pressao e —pl a parte esférica da tensao devido a restrigao de incompre-
ssibilidade. O tensor T'g é o tensor de tensao suplementar dado por (ver Truesdell e
Noll [13])

Tp=pA; + a1 Ay + A} + 1Az + B2(A1Ag + Ay Ay) + B3(trAT) Ay, (5)

onde 1 é a constante de viscosidade do fluido e, as quantidades oy, as, £1, B2 € B3 sao
parametros viscoeldsticos — também chamados de coeficientes de tensao normais. Os
tensores A;, Ay e Aj sao tensores de Rivlin-Ericksen dados pela férmula recursiva
(2) e (3). A expressao "tr” designa o operador trago. Em situagoes concretas, as
quantidades u, aq, as, B, P2 e B3 podem depender de varios factores, por exemplo,
da pressao, da temperatura ou da taxa de cisalhamento (ver Truesdell e Noll [13]).

De mencionar que quando a; = ay = f; = 2 = 3 = 0 em (5), o tensor T'p ficard
afecto ao escoamento de um fluido Newtoniano. Por outro lado, ao considerarmos
apenas 31 = 8o = (B3 = 0 o tensor T'g ficard associado ao escoamento de um fluido
de ordem 2. Em ambos os casos, existe uma vasta literatura cientifica especializada
sobre diferentes abordagens tedricas e no campo das aplicagoes.

A estabilidade e a termodinamica da equagao constitutiva (4) em conjugagao com
o tensor de tensao (5), foram estudadas em detalhe por Fosdick e Rajagopal [6],
mostrando que se todos os movimentos do fluido forem compativeis com a termo-
dinamica no sentido de que esses movimentos verificam a desigualdade de Clausius-
Duhem e se for suposto que a energia livre especifica de Helmholtz é minima quando
o fluido esta localmente em repouso, entao

=0, a1 >0, |ag+ag <\/24pfBs, fL=pB=0, [3=0. (6)

Além disso, se as desigualdades em (6) forem estritas, entao o fluido esta assintotica-
mente em repouso, ou seja, o estado de repouso ¢é assintoticamente estavel. Quando
b1 = P = P53 = 0, estamos perante um fluido de ordem 2. Para este caso concreto a
estabilidade e a termadinamica foram objecto de estudo por parte de Dunn e Fosdick



[4]. Estes autores mostraram que a desigualdade de Clausius-Duhem para um fluido
de ordem 2 é verificada desde que

/J}Oa ,05120, a1+a2:07 (7)

Estes e outros aspectos dos modelos para fluidos diferenciais de grau n foram estudados
por Dunn e Rajagopal [3].

Na nossa exposigao e levando em consideracao a condigao (6), a equagao constitutiva
(4) em conjugagao com (5) para um fluido termodinamicamente compativel de ordem
3 é reescrita da seguinte forma

T = —pI + pA; + 01 As + ax A} + B3(trAT) Ay,
— I+ (M 4 ﬁg(trA§)>A1 + a1 Ay + ap A2 (8)

onde a quantidade p.s¢ dada por

fefs = p + PB3(trA7),

pode ser considerada como sendo uma viscosidade dependente da taxa de cisalhamen-
to (ver Mansutti e Rajagopal [7], Mansutti et al. [8] e Massoudi [9]), caracteristica
muito importante no campo das aplicacoes relativamente aos fluidos nao-Newtonianos.

Diferentes modelos matematicos para um fluido de ordem 3 associados a equacao
constitutiva (8) tiveram nas ultimas décadas um desenvolvimento acentuado em
termos tedricos e, em termos de aplicagoes para as mais variadas areas cientificas.
Entre outros trabalhos, destacamos [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23],
[24], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [31], [32], [33] e [34].

Ao considerar o parametro material 3 = 0 na expressao (8), vamos obter com base
na condigao (7) um fluido de ordem 2, com equagao constituiva

T = —pI —|— ,uA1 —|— O_/lAQ —|— O./QA% (9)

Nas ultimas décadas foram apresentados varios modelos matematicos associados
a equagao constitutiva (9), desencadeando um estudo interessante quer no campo
tedrico, quer no campo das aplicagoes. Entre outros trabalhos, destacamos [35], [36],
(37], [38], [39], [40], [41], [42], [43], [44], [45], [46] e [47].



Figura 1: Q < R3® é o domfnio tridimensional para o escoamento simétrico de um fluido
relativamente ao eixo z, com componente normal (p.) e tangenciais (71 e 72) do vector de tragéo
superficial. A funcdo ¢(z,t) representa a fungdo da superficie do dominio relativo ao eixo do
escoamento z e ao tempo t. A fronteira 02 é composta pela secgdo transversal de entrada 'y, pela
seccao de saida I's e pela superficie lateral do tubo, representada por I'y,.

Com base na equacdo constitutiva (8), vamos considerar o fluxo isotérmico de um
fluido de ordem 3 homogéneo num tubo rectilineo, impermeavel de seccao transversal
circular com raio varidvel ao longo do eixo do escoamento, ver Figura 1.

O escoamento simétrico do fluido esta limitado pela funcao escalar ¢(z,t), relativa-
mente a superficie lateral do tubo rectilineo de secgao transversal circular com raio
variavel, dada pela seguinte relagao

¢*(z,t) = 2% + 23. (10)

Por conseguinte, com base na equacao constitutiva (8), consideramos o escoamento
de um fluido incompressivel de ordem 3, num tubo rectilineo e impermeavel de seccao
transversal circular, com superficie lateral dada pela expressao (10). Nesse sentido, o
modelo matematico relativo as equagoes de movimento, considerando a conservacao
do momento linear e massa, desprezando as forgas exteriores, é dado em Q x (0,7)
por

(p<%+19-V19>:V-T

V.9=0 (11)

\ T = —pI + ,MAl + OélAQ —+ CKQA% + ﬁg(trA%)Al, tw =T. n

com condigoes iniciais

J(x,0) = Jo(x) em Q (12)

e condicoes de fronteira do tipo Dirichlet homogéneas

I(x,t) =0 sobre 'y, x (0, 7). (13)



No modelo matematico (11), a equacao (11); representa o equilibrio do momento
linear sem forcas exteriores, onde a constante p representa a densidade do fluido;
a equagao (11)y é a condicdo de incompressibilidade. Na equacdo (11)3, o tensor
T representa a equagao constitutiva relativa ao fluido em estudo e t,, representa o
vector de tensao na superficie lateral do dominio cujo vector normal unitario externo
¢ dado por n(x,1t).

A implementagao numérica deste modelo tridimensional (11) — (13) associado a um
fluido de ordem 3 é bastante exigente em termos de calculo computacional, o que
em muitas situacoes se torna inviavel. Nesse sentido, com o objectivo de contornar
essa dificuldade, vamos utilizar a teoria de Cosserat relacionada com a dinamica
dos fluidos (ver Caulk e Naghdi [48], Green e Naghdi [49], [50]), permitindo, sob
condicoes muito especificas, a transicao do modelo tridimensional para um modelo
unidimensional, tornando a implementacao computacional mais acessivel.

Considerando entao a teoria de Cosserat, podemos aproximar o vector de velocidade
tridimensional para o fluido de uma forma muito especifica. Em consequéncia, é
possivel, tendo em conta os dados do problema, através da integracao da equacao do
momento linear, transformar o modelo tridimensional num modelo unidimensional
constituido por uma equacao diferencial ordindria (ou parcial). Portanto, consi-
derando o trabalho de Caulk e Naghdi [48], o vector de velocidade tridimensional
nao-estacionario

’0(%, t) = ﬁz(m, t)ei,

¢ aproximado por?

k
19(:1:, t) =v+ Z To, - - Toy W, on (14)
N=1
com, '
V= Ui(z7 t) €, W91-~~9N = ng--ﬁN (Z, t> €i (15)

onde a funcao v é a velocidade ao longo do eixo simétrico z (eixo relativo ao
escoamento) com variavel de tempo t e, g, ... zg, sdo fungoes de base polinomiais de
ordem k. Por outro lado os vectores Wy, g, sao as velocidades directoras associadas
a caracteristicas fisicas especificas do fluido (ver Caulk e Naghdi [48]) e, e; sdo os
vectores unitarios.

20s indices latinos assumem os valores 1,2, 3, indices gregos os valores 1,2 e usamos a convencao
usual de somatério para indices repetidos.



No modelo tridimensional (11) — (13), vamos considerar o vector da velocidade
tridimensional ¥ aproximada pela expressao (14) para 9 directores, i.e., k = 3 em
(14), obtendo assim um modelo unidimensional, dependendo apenas da variavel de
espaco z e de tempo t. Por conseguinte, para o modelo em estudo e com base na
teoria de Cosserat, a equacao adimensionalizada para o gradiente de pressao média
G para uma seccao finita I = [z1, 23] da geometria do tubo de parede rigida (i.e.,

¢ = ¢(z)), ¢ dada por

Glt) = S BiQ() + [BQ0) + B0 + WEBL QD) (16)
onde W, é o ntimero de Womersley; @) é a taxa de fluxo volumétrico e By é um
parametro viscoelastico. Os parametros B; e B3 dependem apenas da geometria
do tubo no intervalo I, o parametro By depende dos coeficientes de tensao normais
adimensionais &; e &y e, ainda, da geometria do tubo no intervalo I. Por sua vez, o
parametro B, depende, para além, da geometria do tubo no intervalo I, do coeficiente
de tensao normal adimensional &;.

No seguimento, a equagao adimensionalizada para a tensao de cisalhamento 7; na
superficie lateral do tubo, é dada por

)+ Q) + ros
Os parametros C e C3 dependem apenas da geometria do tubo, o parametro Cs
depende dos coeficientes de tensao normais &; e s e, ainda, da geometria do tubo.
Por sua vez, o parametro C; depende, para além, da geometria do tubo, do coeficiente
de tensao normal &;.

,Cy d

1 C
( : Q3(t)+Wo%§

mi(z,t) = 2"‘2—4%(‘15)2 25

Q). (17)

Consequentemente, considerando as equagoes (16) e (17) para dados especificos
e usando um método de Runge-Kutta, no decorrer do seminario, apresentaremos
simulagoes numéricas para a taxa de fluxo volumétrico e para a tensao de cisalhamento
na superficie lateral do tubo em estudo.

Considerando o trabalho experimental de Beracea et al. [51], Mall-Gleissle et al.
[52] e Tao et al. [53], relativo a polimeros, suspensoes e cristais liquidos, podemos
concluir que existe uma variacao nos termos da viscosidade e nos termos da visco-
elasticidade associados a diferentes taxas de cisalhamento, em conformidade com o
trabalho de Truesdell e Noll [13], permitindo desta forma uma vasta generalizagao
de modelos associados ao problema (11) — (13). Uma dessas generalizacoes e, pela
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sua importancia no campo das aplicagoes a hemodinamica consiste no modelo para
um fluido incompressivel Newtoniano generalizado, dado por

p(%—f+ﬁ.vq9)=v.T

V-9=0 (18)

| T = —pI+pn(]5])A1, tw=T-7m

definido num tubo rectilinio de parede rigida de seccao transversal circular com raio
constante, com condigoes iniciais (12) e condigoes de fronteira (13). Para este modelo,
a funcao

u(Hl) : RY S RY (19)

¢ uma funcao de viscosidade dependente da taxa de cisalhamento, 4 definida por
|7 = v2D : D

com,
D:= %(w +(vo)")

sendo D o tensor de deformagao. Em vasos sanguineos como artérias e veias, o sangue
é geralmente numa primeira abordagem modelado como um fluido Newtoniano. No
entanto, em vasos pequenos, como arteriolas e vénulas, com diametros comparados
aos das células, o sangue comporta-se como um fluido pseudopléstico (a viscosidade
diminui com o aumento da taxa de cisalhamento). Em particular, em repouso ou
para baixos valores da taxa de cisalhamento, o sangue apresenta uma viscosidade alta
devido a agregacao dos glébulos vermelhos, enquanto que para valores elevados da
taxa de cisalhamento, a viscosidade diminui, em virtude da deformabilidade dessas
células (ver Baskurt e Meiselman [54] e Fasano e Sequeira [55]). Por conseguinte, em
vasos com pequenos calibres o sangue apresenta caracteristicas associadas aos fluidos
nao-Newtonianos.

No modelo (18), vamos considerar uma fungao de viscosidade do tipo lei de poténcia,
dada por

pll) = k3" (20)

onde os parametros k e n sao constantes positivas chamadas de consisténcia e indice
de fluxo. Com base no trabalho de Chien et al. [56] podemos considerar que a fungao
de viscosidade (20) para n < 1 é relevante para o estudo do fluxo sanguineo em

8



pequenos vasos. Esta funcao de viscosidade tem aplicacoes limitadas a fluidos reais
devido a natureza ilimitada da funcao de viscosidade, mas é amplamente utilizada
e pode ser precisa para regimes especificos de fluxo. Considerando o indice de fluxo
n = 1 na equagao (20) entdo, a viscosidade é dada pela constante k e estamos perante
um fluido com caracteristicas Newtonianas. No caso em que n < 1 em (20), resulta

dimp([y]) =0, Lim p([]) = +o0,

[¥]—+o0 1410
e temos um fluido com comportamento pseudoplastico por cisalhamento, em que a
viscosidade diminui com o aumento da taxa de cisalhamento. Para n > 1 em (20),
obtemos

Aim - p(ly]) = +oo,  lim u(l9]) =0,
|¥[—+o0 |4|—0

e a viscosidade do fluido aumenta com a taxa de cisalhamento e tem um comporta-
mento dilatante.

Para este modelo (18) com condigoes (12) — (13) e fungao viscosidade do tipo lei de
poténcia (20), vamos obter com base na teoria de Cosserat uma equacao diferencial
ordinaria, envolvendo: o gradiente de pressao média; a taxa de fluxo volumétri-
co; o nimero de Womersley e o indice de fluxo. Mais propriamente a equacao

adimensionalizada
3n+5

G(t) = 2WEL Q) + 2 () (21)
3 Vat n+3 ‘
Obtemos, ainda, a velocidade tridimensional adimensionalizada, dada por
9(a,1) = Q) (1 - (a3 +23) )es. (22)

Consequentemente, considerando as equagoes (21) e (22) para dados especificos
e usando um método de Runge-Kutta, no decorrer do seminario, apresentaremos
simulagoes numéricas para a taxa de fluxo volumétrico e para a velocidade tridimen-
sional numa seccao transversal circular do tubo rectilineo uniforme de parede rigida.

Por fim, para o modelo em estudo, existe na literatura cientifica uma solucao exacta
para a taxa de fluxo volumétrico estaciondrio (ver Bird et al. [57]), dada por

~ n n—_—
©= 3n+1 2G (23)

permitindo, desta forma, uma comparacao com a solucao correspondente obtida pela
teoria de Cosserat.



3

Conclusoes e trabalho futuro

Com base no sumaério pormenorizado as conclusoes a ter em conta com o seminério
estao associadas a investigacao matematica desenvolvida e publicada pelo autor na
area da Matematica da Mecanica dos Fluidos e suas aplicagoes, nomeadamente nos
resultados relativos a fluidos incompressiveis do tipo diferencial de ordem 3 (ver [1]) e
Newtoniano generalizado, com fungao de viscosidade do tipo lei de poténcia (ver [2]).

As contribuicoes mais relevantes para o estado da arte relativas a investigacao ma-
tematica desenvolvida pelo autor associada aos fluidos incompressiveis, incluem:

Trabalhos associados ao modelo matemaético (11) — (13) para a um fluido nao-
Newtoniano do tipo diferencial de ordem 3 e suas generalizagoes, ver [1], [58],
[59], [60].

O modelo matematico (11) — (13) pode ser reorganizado de forma a obtermos
um modelo associado a um fluido nao-Newtoniano do tipo diferencial de ordem
2 e suas generalizagoes. Para este caso concreto, ver [61], [62], [63], [64], [65].

Trabalhos associados ao modelo matematico (18) com condigoes (12) — (13)
para um fluido Newtoniano generalizado, com funcao viscosidade do tipo lei de
poténcia e Carreau-Yasuda, ver [2]. Para fungao viscosidade do tipo Cross, ver

[66].

Trabalhos associados a um fluido Newtoniano num tubo rectilinio de seccao
transversal circular com raio variavel com escoamento rotacional, ver [67].

De momento existem trabalhos de autor em curso para publicacao, mais concreta-
mente:

e Bezzeghoud, M., Carapau, F., Minhés, F. and Vaidya, A. (Editors): Advances

in Mathematical Modeling in Science, Engineering and Social Sciences, Springer
Nature-Birkhauser, Book Series: Trends in Mathematics, previsto para 2025.

e Flow of a fourth grade fluid using a director theory approach (titulo provisério,

autores: F. Carapau e P. Correia), com base no trabalho de Caulk e Naghdi
[48] e, ainda, no trabalho de Hayat et al. [68].

e Mathematical one-dimensional magneto-hydrodynamic third-grade fluid model

for blood flow (titulo provisério, autores: F. Carapau e P. Correia), com base
no trabalho de Caulk e Naghdi [48] e, ainda, no trabalho de Akbarzadeh [69].

10



Relativamente a investigacao matematica em curso e a desenvolver num futuro
proximo, pretendemos estudar problemas em aberto na area da Mecanica dos Fluidos,
nomeadamente:

e O escoamento de um fluido nao-Newtoniano num tubo curvo, com base no
trabalho de Green et al. [70].

e O problema de interaccao fluido-estrutura para um fluido Newtoniano e nao-
Newtoniano num tubo rectilineo uniforme, com base no trabalho de Caulk e
Naghdi [48].

e O problema da dinamica do fluxo do filme lacrimal ocular humano, com base
no trabalho Guidoboni et al. [71].
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