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1. INTRODUCAO

A disciplina Introdu¢ao aos Sistemas dinamicos foi elaborada para ser uma uma unidade
curricular de opcao do terceiro ano da licenciatura em Matematica da Escola de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade de Evora podendo ainda ser frequentada por estudantes da
Licenciatura em Matematica Aplicada a Economia e Gestao.

Sao pré-requisitos para a frequéncia desta UC conhecimentos basicos de Anélise e Topolo-
gia que terao ja sido adquiridos por um aluno que frequente a licenciatura em Matematica.

Assim sendo, proponho o desenvolvimento de uma UC a ser leccionada no semestre par.

CARGA HORARIA E FUNCIONAMENTO DAS AULAS

A carga horéria prevista paara a disciplina é de 3 horas semanais durante um periodo de
14 semanas, o que totaliza 42 horas.

Cada aula tera a duracao de 90 minutos. Serao disponibilizadas listas de exercicios para
os alunos.

Sempre que possivel, dar-se-4 tempo aos alunos para demonstrarem certos resultados,
sozinhos ou em grupo, tentando fomentar o interesse na disciplina.

Os ultimos minutos da aula podem ainda ser usados para suscitar a curiosidade do aluno
sobre tépicos avancados, sejam de contetidos que ainda vao ser abordados no curso ou extra-
curriculares, de modo a incentivar os alunos ao estudo auténomo e fomentar o interesse pela
area.

OBJECTIVOS

O objectivo central da Unidade Curricular Introducdo aos Sistemas Dinamicos é o de intro-
duzir conceitos fundamentais da teoria de sistemas dinamicos de baixa dimensao através de
modelos e exemplos que exibam certos comportamentos e/ou propriedades conhecidas. Sendo
a area de sistemas dinamicos vasta e interdisciplinar, foi necessario selecionar conteudos pro-
gramaticos adequados a duragao de um semestre e que, ainda assim, contivessem um espectro
amplo de comportamento em sistemas dinamicos.

Procurar-se-a, sempre que possivel, estimular o aluno a observar as pontes entre diferentes
areas da matematica, observando esta tultima como um conjunto de ferramentas adquiridas
ao longo dos ultimos anos de estudo e nao como um agregado desconexo de ferramentas,
bem como estimular o aluno ao estudo auténomo.

Pretende-se ainda apresentar problemas em aberto na area de sistemas dinamicos como
forma de convidar os alunos que assim o desejem a continuar os estudos nesta area.

Sendo a area de Sistemas Dinamicos extremamente vasta e com numerosas aplicagoes em
diferentes areas (Economia, Biologia, Engenharia, etc), foi feita uma selegao de contetidos
adequada a duracao de um semestre lectivo, tendo-se optado por uma disciplina mais focada
na Dinamica de baixas dimensoes.

Apo6s a conclusao desta Unidade Curricular, o aluno devera ser capaz de:

e Relembrar e aplicar as principais defini¢coes em Analise e Topologia;
e Enunciar, provar e aplicar teoremas fundamentais em Sistemas Dinamicos.
e Usar o raciocinio abstrato para resolver problemas.
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e Pensar analiticamente usando argumentos e dedugoes logicas.

Em cada seccao serao apresentadas definicoes, exemplos e a demonstracao de alguns teore-
mas. Os alunos terao assim a oportunidade de aprofundar as suas capacidades de pensamento
axiomatico, resolucao de problemas e apresentacao de demonstracoes matematicas.

2. AVALICAO

A avaliacao continua dos alunos é feita através de duas frequéncias realizadas durante o
semestre. A nota minima em cada frequéncia para aprovagao serda de 9 valores. Caso os
alunos nao obtenham aprocagao na avaliagao continua poderao realizar o exame de época
normal.

3. PROGRAMA DA DISCIPLINA

CAPITULO I
Introducao.

CAPITULO II

Fungoes no intervalo.

CAPITULO III

Homeomorfismos da circunferéncia.

CAPITULO IV
Entropia topoldgica.

CAPITULO V
Derivada de Schwarz.
Dinamica simbdlica.
Dinamica hiperbdlica.

4. ESTRUTURA DO CURSO
Esta UC encontra-se dividida em cinco capitulos.

Com o primeiro capitulo procura-se que o aluno compreenda nogoes basicas em sistemas
dinamicos.

Sera feita uma breve revisao de alguns resultados elementares de Analise e de Topologia.
Sera introduzida a nocao de sistema dinamico discreto e apresentar-se-a alguns exemplos
basicos. Em seguida estudam-se os conceitos de érbita de um ponto e de pontos fixos.,
conjuntos a-limite e w-limite, érbitas periddicas, pontos recorrentes, conjunto nao errante,
Orbitas periédicas atractoras e repulsoras.

No segundo capitulo serao estudadas fungoes no intervalo. Definiremos conjugacia topolédgica
e semi-conjugacia topoldgica entre duas funcoes. Serao estudados exemplos da existéncia de
conjugacia e semi-conjugacia entre algumas funcoes.
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Apresentaremos em seguida a nogao de transformacao no intervalo topologicamente transi-
tiva. Dependencia sensitiva nas condicoes iniciais. Estudo do exemplo da fungao quadratica
e da rotacao irracional do circulo.

Definimos caos (segundo Devaney) bem como a distancia C° entre duas funcoes. Em
seguida apresentar-se-a a definicao de estabilidade estrutural.

Faremos um breve estudo sobre conjugacia topoldgica entre fungoes préximas de um ponto
fixo hiperbdlico e a sua derivada.

Terminaremos este capitulo com a definicao de ordem de Sarkovskii e apresentaremos o
Teorema de Sarkovskii, demonstraremos o resultado que periodo 3 implica a existéncia de
orbitas periddicas com todos os periodos. Ainda sera feito um breve estudo sobre contragoes
no espago euclideano.

No terceiro capitulo estudaremos homeomorfismos da circunferencia.

Definiremos levantamento de um homeomorfismo da circunferéncia e discutiremos algumas
propriedades de levantamentos de um homeomorfismo.

Em seguida definimos ntmero de rotacao. Estudaremos em separado os casos de um
homeomorfismo da circunferéncia com nimero de rotagao racional e com nimero de rotacao
irracional.

Terminamos este capitulo com um breve estudo de difeomorfismos da circunferéncia final-
izando com o Teorema de Denjoy.

No quarto capitulo estudaremos entropia topoldgica. Apods alguma revisao aprofundada
de aguns conceitos de topologia, serao discutidas algumas propriedades da entropia de uma
cobertura.

Definiremos entropia de uma funcao continua f : X — X com respeito a uma cobertura
U e finalmente a entropia topoldgica.

Estudaremos algumas propriedades da entropia topolégica de fungoes mondtonas por
pedacos num intervalo.

Finalizamos este capitulo investigando a entropia topoldgica como um invariante de con-
jugacia.

Iniciamos o quinto capitulo com o estudo da derivada de Schwarz. Demonstraremos o
Teorema de Singer (seguindo a demonstragao no livro de Collet-Eckman). Discutiremos a
relacao entre o Teorema de Singer e a existéncia de érbitas periddicas atractivas.

Em seguida estudaremos dinamica simbdlica. Definimos itinerdrio de um ponto sob a accao
de um sistema dinamico e transformagao desvio. Estudaremos de forma mais aprofundada
o exemplo da funcao quadratica.

Estudaremos cadeias de Markov topoldgicas e matrizes de transicao.

Faremos um breve estudo da teoria do amassamento de Milnor-Thurston e de sequéncias
de amassamento.

Na aula final do curso (que nao sera avaliada), introduzimos os alunos a um muito breve
estudo de dinamica hiperbdlica. Serao apresentados os teoremas de Hartman-Grobman e de
Hadamard-Perron.
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5. PLANO DAS AULAS

Esta cadeira decorre durante 14 semanas com duas aulas semanais de 1h30 cada. Segue-se
o plano para cada uma das 28 aulas.

CapiTuro 1

Introducao

Aula 1. Breve motivacao e descricao dos contetidos a serem desenvolvidos ao longo do
curso.

Revisao de alguns resultados elementares de Analise e de Topologia (por exemplo, teoremas
do valor intermeédio, teorema do valor médio, teorema do ponto fixo de Banach e teorema
da fungao implicita).

Nocao de sistema dinamico discreto e apresentacao de alguns exemplos basicos: rotagao
da circunferéncia, transformagoes expansoras e endomorfismos do toro.

Aula 2. Definicao de semiérbita positiva, semiorbita negativa e érbita de um ponto.
Definigao de ponto fixo, ponto eventualmente periédico de periodo n, ponto periédico atrac-
tivo, hiperbdlico e repulsivo.

Conjuntos a-limite e w-limite, 6rbitas peridédicas, pontos recorrentes, conjunto nao errante,
Orbitas peridodicas atractoras e repulsoras. O exemplo da funcao quadrética.

Aula 3. Aula de exercicios.

CapiTuro 11

Funcgoes no intervalo

Aula 4. Definicao de conjugacia topoldgica e de semi-conjugacia topoldgica entre duas
funcoes.

Investigacao da existéncia de conjugacia e semi-conjugacia entre as funcoes duplicadora,
tenda e quadratica.

Aula 5. Definicao de transformagao no intervalo topologicamente transitiva. Dependencia
sensitiva nas condicoes iniciais. Estudo do exemplo da funcao quadratica e da rotacao
irracional do circulo.

Definicio de caos (segundo Devaney). O exemplo da funcio f : S' — S' dada por
f(6) = 20.

Aula 6. Defini¢ao de distancia C° entre duas fungoes. O exemplo das fungoes f(z) = 2x
eg(r) =(2+e)x.
1
Definigao de estabilidade estrutural. O exemplo da fungao L(z) = 5% Estudo da funcao

T\(z) = 3 — Az quanto a estabilidade estrutural.
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Teorema sobre conjugacia topoldgica entre fungoes proximas de um ponto fixo hiperbdlico
e a sua derivada.

Aula 7. Definicao de ordem de Sarkovskii. Teorema de Sarkovskii. Demontragao do
resultado que periodo 3 implica a existéncia de érbitas periddicas com todos os periodos.

Aula 8. Definicao de contracao no espaco euclideano. Relacao entre contracao e pontos
fixos. Continuidade de Lipschitz. Demonstracao de alguns resultados sobre funcgoes A-
Lipschitz.

Aula 9. Aula de exercicios.
CapriTuLo III

Homeomorfismos da circunferéncia

Aula 10. Aula 10. Definicao de levantamento de um homeomorfismo da circunferéncia.
O exemplo da fungao f : S — S! dada por f(z) = z + Ssin(27z) (modl) com 3 € R.
Propriedades de levantamentos de um homeomorfismo.

Aula 11. Definicao de ntimero de rotagao.
Mostraremos que se f : St — S! é um homeomorfismo que preserva orientacio e F' é um
levantamento de f entao para cada x € R o limite

p(F) = lim ) -«

n—oo n

existe e é independente de x e que se G é outro levantamento de f, entao p(G) — p(F) € Z.

Aula 12. Homeomorfismos da circunferéncia com ntmero de rotacao racional.

Mostreremos que se f : S! — S! é um homeomorfismo que preserva orientacio, entao
p(f) € Q se e sé se f tem pelo menos um ponto periédico.

Mostraremos que se f : S — S!' ¢ um homeomorfismo que preserva orientacio com
p(f) =p/q com p e q primos entre si, entdo todos os pontos peridédicos tém periodo g.

Aula 13. Homeomorfismos da circunferéncia com nimero de rotacao irracional.

Mostraremos que se F' é um levantamento de um homeomorfismo que preserva orientagao
com p(f) € R\Q entdo para cada x € R, ny,ny, my, my € Z temos F™ (z)+my < F"2(x)+my
se e 56 se nip(F) +my < nop(F) + ma.

Mostraremos que se f : S' — S! ¢ um homeomorfismo que preserva orientacio com
nimero de rotacio irracional, entdo existe uma funcao continua h : S* — S* nao decrescente
e sobrejectiva tal que ho f = R, o h.

Aula 14. Difeomorfismo da circunferéncia. Teorema de Denjoy.

Aula 15. Aula de exercicios.
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Aula 16. Primeira frequéncia.

CapiTuLo IV
Entropia topolédgica.

Aula 17. Definicao de entropia topologica de uma cobertura U de um espaco compacto
X. Definicao de juncao e de refinamento de duas coberturas. Propriedades da entropia de
uma cobertura.

Defini¢ao de entropia de uma funcao continua f : X — X com respeito a uma cobertura
U.

Definicao de entropia topologica.

Aula 18. Estudo de algumas propriedades da entropia topolégica de fungoes mondtonas
por pedagos num intervalo.

Exemplos de familias de fung
oes para os quais ¢é possivel calcular a entropia topoldgica.

Aula 19. Defini¢ao de conjunto errante e nao errante, ponto errante e nao errante (con-
ceitos abordados nas primeiras aulas) e de conjunto de pontos nao errantes para uma fungao
continua num espaco de Hausdorff compacto f.

Mostraremos que a entropia de f é igual a entropia da restricao de f ao conjunto dos
pontos nao errantes

Aula 20. A entropia topoldgica como um invariante de conjugacia.

Aula 21. Aula de exercicios.

CapiTuLo V

Derivada de Schwartz, dindmica simbdlica e uma muito breve introducao a
dinamica hiperbdlica

Aula 22. Definicao de derivada de Schwarz. Demonstracao do Teorema de Singer. O
Teorema de Singer e a existéncia de orbitas periddicas atractivas.

Aula 23. Definicao de itinerario de um ponto sob a accao de um sistema dinamico.
Definicdo de transformagao desvio. O conjunto das sucessdes 3; e 3 (sucessoes bilaterais).
Nogao de distancia em 3} e ;. Estudo do exemplo da fungdo quadrética.

Aula 24. Definicao de cadeia de Markov topoldgica e de matriz de transicao. Defini¢ao
de cadeia de Markov bilateral. Determinacao dos pontos m-periddicos para uma cadeia de
Markov com uma matriz de transicao 2x2. Entropia topolégica de uma cadeia de Markov.
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Aula 25. Teoria do amassamento de Milnor-Thurston. Sequéncias de amassamento.
Estudo da fungao f,;(x) = 2z + a + (b/7)sin(2rz) (mod 1), com b = 1 e a um parametro
real. Definicao de linguas de Arnold para esta familia de fungoes. Calculo explicito da
fronteira da lingua de periodo 1. Demonstracao de alguns resultados particulares para esta
familia de fungoes.

Aula 26. Aula de exercicios.
Aula 27. Definicao de conjunto hiperbolico. Nogoes basicas. Espaco estavel e instavel.
Ferradura de Smale. Definicao de ponto fixo hiperbélico. Teorema de Hartman-Grobman.

Teorema de Hadamard-Perron.

Aula 28. Segunda frequéncia.
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6. EXEMPLOS DE EXERCICIOS A SEREM RESOLVIDOS NAS AULAS 3, 8, 14, 20 E 25

EXERCICIOS PARA A AULA 3

1. Considere o difeomorfismo

o) = %@;3 +a).

Mostre que os pontos fixos de f sao hiperbdlicos.

2. Seja p um ponto fixo hiperbdlico com |f'(p)| < 1. Mostre que existe um intervalo
aberto U em torno de p tal que se x € U, entao

lim f"(x) = p.
n—oo

3. Considere a familia quadratica dada por

ful@) = pa(1 — ).
Seja 1 < p < 3. Mostre que:
(1) f, tem um ponto fixo atractivo em p, = (¢ — 1)/p e um ponto fixo repulsivo
em p = 0.
(2) Se 0 < z < 1, entao
lim f7(7) = py.

n—oo

4. Seja f : I — I e assuma que |f'(x)| < 1 para todo o x € I. Mostre que entdo existe
um tnico ponto fixo de fem I e que |f(z)— f(y)| < |r—y| paratodoo x,y € I,z # y.

5. Considere a fungao f(0) = 6 + esin(26) para 0 < € < 1/2. Calcule os pontos fixos de
f e diga se sao repulsivos ou atractivos.

6. Seja A € R e T\(A) = 6 + 2wrX. Mostre que cada érbita Ty é densa em S' se X é
irracional.
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EXERCICIOS PARA A AULA 8

. Considere em [0, 1] as seguintes fungoes:

F,=pz(1—=z).
Mostre que T' e Fy sao topologicamente conjugadas via a fungao o : [0, 1] — [0, 1]
onde o(z) = sin?(7z).

. Mostre que a familia de fungoes dada por

b
fap(z) =224+ a+ —sin(2rzr) mod 1,
7r

¢ topologicamente conjugada a
Ga b(z) — 627rai226b(z—%)

2r2i para z € C no circulo unitério.

viay =e

. Mostre que se f tem um ponto periddico de periodo n > 1 que nao é uma poténcia

de 2, entao f é cadtica.

. Seja F: [1,5] — [1,5] tal que

F(1)=3,F(2) =5 F(3) =4, F(4) =2, F(5) = 1.

Mostre que F' tem uma érbita periédica de periodo 5.

. Seja f(x) = x — 2. Mostre que f nao é estruturalmente estavel.

. Seja f : I — I uma funcao continua com um ponto periédico de periodo 12632.

Use o Teorema de Sarkovskii para caracterizar os periodos das érbitas periddicas que
existem como resultado do teorema.

. Suponha que T": [0,1] — R é uma fun¢ao continua com um ponto z tal que

v < T(z) <T*z) < Tx) < Tx)
e que T5(x) = x. Encontre intervalos K;,i = 1,2,3,4 tais que K;;; C T(K;) para
1=1,2,3e
ki UKy UK3UK, CT(Ky).
Existe n tal que exista uma ferradura para T"? Justifique.
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EXERCICIOS PARA A AULA 14
. Considere a fun¢ao 7,(f) = 6 + w (uma traslacao de # de um angulo 27w)

(a) Mostre que para k € Z,
Tor(z)=c4+w+k
é um levantamento de 7,,(0).

(b) Calcule o nimero de rotagao de 7.

. Considere a seguinte familia de funcoes
1
flx)=o+ o sin(27x) (modl),
s
(a) Mostre que
1
F(z)=x+ yy sin(27z)

¢ um levantamento de f.

(b) Calcule o numero de rotagao de f.

. Seja F tal que p(F) = 7, com 7 irracional. Mostre que F™(0) +m < F¥(0) + ¢ onde
F, é uma translacao por 7.

. Sejam f, g : S* — St dois homeomorfismos da circunferéncia topologicamente conju-
gados que preservam orientacao. Mostre que tém o mesmo nimero de rotagao.

. Seja f : St — S um homeomorfismo da circunferéncia que preserva a orientacao
com levantamento F': R — R. Assuma que f tem um ponto periédico de periodo q.
Mostre que p(F') = p/q. Mostre que se f tem um ponto periédico entao o seu niimero
de rotagao é racional.

. Dizemos que f : I — I é mondtona por pedagos se existe uma particao finita de [
em intervalos tais que em cada uma das particoes f ¢ monoétona. Mostre que se f
pertence a esta classe de funicoes e A é uma cobertura finita de I, entao existe uma
cobertura aberta B de I tal que

h(f.A) < h(f. B) +log 3.
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EXERCICIOS PARA A AULA 20

1. Seja R, : S* — S! uma rotagao da circunferéncia. Mostre que h(R,) = 0.

2. Considere a tranformacao Fy : S* — S dada por

B 21‘71’ -~ [0,1/2)a
Ey(z) = {21; -1,z €[1/2,1).

Mostre que h(E;) = log 2.
3. Seja By, : x — mx (mod 1), com m € N, |m| > 2. Mostre que hy,(f™) = |m|hiop(f)-
4. Calcule a entropia topoldgica de f(z) = x(1 — z) em [0, 1].

5. Mostre que sendo f : I — I uma fungao no intervalo A— Lipschitz com A > 1, entao
f tem entropia finita.

EXERCICIOS PARA A AULA 25

1. Mostre que se tivermos duas funcoes f,g € C® tais que Sf < 0 and Sg < 0 entdo
temos S(fog) <0.

2. Mostre que se f € C3 e Sf(x) < 0 para todo o x € [—1,1], entao S(f")(x) < 0 para
todo o z € [—1,1].

3. Mostre que se f € C3 e Sf < 0 para todo o x, entao |f’| ndo tem nenhum minimo
local positivo em (—1,1).

4. Considere o desvio o : X7 — 3. Mostre que h(o|X]) = logk.
5. Seja s = (000...) et = (111...), calcule d(s,t).

6. Seja s = (000...) e t = (010101 ...), calcule d(s,t).
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